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Einleitung

Die Arbeiten, die in dieser Habilitationsschrift zusammengefafit sind, behandeln Pro-
bleme der singuldren Analysis. Hierbei bedeutet ,Analysis‘ das Studium der Losun-
gen partieller Differentialgleichungen, insbesondere des Spektralproblems elliptischer
Operatoren, und ,singuléar® die Betonung von Phénomenen, die von Nichtglattheit
oder nicht gleichméBiger Elliptizitdt der Koeffizientenmatrix herriihren. Die Opera-
toren sind meist geometrischen Ursprungs, z.B. Laplace-Operatoren auf Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten; der singuldre Charakter entsteht dann durch die singulére
Natur des zugrundeliegenden Raumes.

Zunichst gebe ich einen Uberblick iiber das mathematische Umfeld, in das sich
diese Habilitationsschrift einordnet. Auf jeder Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g)
sind in natiirlicher Weise mehrere elliptische partielle Differentialoperatoren gege-
ben: Der Laplace- (oder Laplace-Beltrami-) Operator A, der auf Funktionen oder all-
gemeiner auf Differentialformen iiber M operiert, und die zu verschiedenen Biindeln
assoziierten Dirac-Operatoren.

Eines der groflen Probleme der Mathematik des 20. Jahrhunderts besteht dar-
in, die Zusammenhénge zwischen den analytischen Eigenschaften dieser Operatoren
und den geometrischen und topologischen Eigenschaften von M zu verstehen. Fiir
die folgenden Betrachtungen sei zundchst M kompakt. Einige der interessanten ana-
lytischen Eigenschaften sind dann:

(a) Die Eigenwerte 0 < A\ < Ay < ... — oo und Eigenfunktionen u, us, ... von
A; deren Untersuchung zerféllt in zwei Problembereiche sehr unterschiedlichen
Charakters:

(al) kleine' Eigenwerte (etwa Ay, uq),

(a2) ,grofie’ Eigenwerte (asymptotisches Verhalten von \;, u; fiir i — o00).

Wichtige Eigenschaften der Eigenfunktionen sind etwa die Grofle und Lage
der Knotenmenge u; ' (0) und der kritischen Menge |du;|~1(0), die Grofle des
Maximums von |u;| relativ zur L?>-Norm sowie Konzentrationsphéinomene auf
kleinen Mengen.

(b) Der Fredholm-Index der Dirac-Operatoren.

Weitere wichtige analytische Eigenschaften, auf die ich in dieser Arbeit nicht
naher eingehe, sind die Determinante von A, die n-Invariante und die analytische
Torsion; auflerdem die Streutheorie von A, die fiir nicht-kompaktes vollstindiges M
Punkt (a) ersetzt.



Das Interesse an diesen Eigenschaften ist zum Teil physikalisch motiviert: Die Ei-
genwerte von A sind gerade die Resonanzfrequenzen eines schwingenden Korpers der
JForm* M und die Eigenfunktionen zeigen die Form der Schwingung an; gleichzeitig
sind die Eigenwerte die moglichen scharfen Werte der Energie eines quantenmecha-
nischen Teilchens, das sich auf M frei bewegt, und die Eigenfunktionen sind die
zugehorigen Zustandsfunktionen. Der Index ist in der String-Theorie wichtig.

Die Behandlung derartiger Probleme setzt das Verstdndnis der grundlegenden
Eigenschaften elliptischer Operatoren voraus. Dazu gehoren insbesondere:

(c) Existenz und Eindeutigkeit, allgemeiner Fredholmtheorie; Regularitét; Selbst-
adjungiertheit symmetrischer Operatoren; Diskretheit des Spektrums.

Fiir kompakte Mannigfaltigkeiten mit hinreichend glatter Metrik sind diese Punkte
seit langem wohlverstanden, siehe z.B. [?]; ebenso fiir kompakte Mannigfaltigkeiten
mit stiickweise glattem Rand, z.B. Gebiete im R™ mit der euklidischen Metrik.

Zu den oben erwihnten Problemen gibt es eine umfangreiche Literatur. Die Un-
tersuchung der Eigenwerte von A wurde dabei wesentlich durch die Bemiithungen
um das inverse Spektralproblem (M aus {\1, Ao, ...} zu rekonstruieren, [?]) voran-
getrieben. Ich liste stichwortartig einige représentative Resultate auf; in Klammern
sind die jeweils relevanten geometrischen oder topologischen Eigenschaften von M
angegeben, wo immer dies sinnvoll ist:

(al) Ungleichungen von Faber-Krahn [?, ?] (Volumen), Hayman [?, ?] (Inradius)
und Cheeger [?] (,Halbierbarkeit®) fiir A, Beweis der Knotenlinienvermutung
fiir uy auf konvexen ebenen Gebieten [?] und Widerlegung im mehrfach zu-
sammenhingenden Fall [?, 7],

(a2) Weyl-Asymptotik fiir die Eigenwerte [?, 7, 7, ?], Spurformel und daraus Verschérfung

der Weyl-Asymptotik (Dynamik des geodédtischen Flusses) [?, 7], LP-Abschétzun-
gen fiir Eigenfunktionen [?, ?, 7, 7], Verbesserung der generischen Schranke
fiir Eigenfunktionen im arithmetischen Fall [?], Abschétzungen fiir die Fliche
der Knotenmenge [?, 7, ?] und die Dimension der kritischen Menge [?];

zum inversen Spektralproblem: Konstruktion der Warme-Invarianten (Kriimmungs-

integrale iiber M) [?, 7] und der Wellen-Invarianten (Kriimmungsintegrale ent-
lang Geodéten) [?, 7], Kompaktheit isospektraler Mengen [?, 7, 7], spektrale
Bestimmtheit generischer analytisch berandeter achsensymmetrischer Gebiete
(7], Gegenbeispiel zur spektralen Bestimmtheit ebener Gebiete [?],

(b) der Atiyah-Singer Indexsatz (charakteristische Klassen) [?] und (im Fall mit
Rand) der Atiyah-Patodi-Singer Indexsatz [?], und deren ,Wérmeleitungsbe-
weise* [?, 7].
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Es sei erwéhnt, dal es besonders in den Bereichen (al) und (a2) noch viele
offene Probleme gibt, z.B. die spektrale Bestimmtheit konvexer Gebiete, die Kno-
tenlinienvermutung fiir einfach zusammenhéngende Gebiete und die qualitativen Ei-
genschaften der Eigenfunktionen hoher Energie bei chaotischem geodétischem Fluf3
(,Quantenchaos*).

Bis hierher wurden nur kompakte Mannigfaltigkeiten (die insbesondere glatt
sind) betrachtet. Natiirliche Verallgemeinerungen erhélt man auf verschiedene Wei-
sen: Durch Abschwichen einer der Forderungen nach Kompaktheit oder Glattheit
des Raumes, oder durch Betrachtung parameterabhéngiger Familien glatter kom-
pakter (oder allgemeinerer) Rédume, die bei Anndherung an gewisse Parameterwerte
Jdegenerieren‘.

Wichtige Klassen nicht-glatter Rdume sind:

(A) Algebraische Varietdten (oder allgemeiner subanalytische Mengen)

(B) Orbitrdume eigentlicher Gruppenoperationen auf glatten Mannigfaltigkeiten.

Beziiglich der Begriffe der Riemannschen Metrik und der Differentialoperatoren auf
einem solchen Raum nehme ich in dieser Arbeit den Standpunkt ein, daf§ diese nur
auf dem glatten Teil des Raumes definiert sein sollen. Dies ist eine offene, dichte
Teilmenge und selbst eine (im Allgemeinen nicht kompakte) Mannigfaltigkeit. Die
Idee dabei ist, dafl die singuldare Menge (d.h. das Komplement des glatten Teils)
fiir die Analysis durch die Form der Metrik nahe der singuldren Menge ,sichtbar’
wird. (Ein anderer Standpunkt wird in [?] vertreten.) Eine natiirliche Klasse Rie-
mannscher Metriken ergibt sich im Fall (A) durch Einbettung der Varietét in eine
Mannigfaltigkeit NV und Riickzug einer glatten Metrik auf NV und im Fall (B) aus dem
Quotienten einer invarianten Metrik auf dem Totalraum. Diese Metriken sind nicht
vollsténdig, wenn der betrachtete Raum wirklich singulér ist. Von manchen Auto-
ren wird der Standpunkt vertreten, dal man stattdessen nur vollstdndige Metriken
betrachten sollte, da dann gewisse analytische Schwierigkeiten vermieden werden (s.
etwa [?]; man beachte, dal jede Metrik zu einer vollsténdigen konform ist, so da8
diese Probleme eng verwandt sind).

Wichtige Beispiele degenerierender Familien glatter kompakter Mannigfaltigkei-
ten sind:

(C) (,Adiabatischer Limes*) Eine Faserung 7 : M — N mit glatter Basis und Faser
mit Metriken der Form g. = m*h+¢£gq, € > 0, wobei h, gy Metriken auf N bzw.
M sind; fiir ¢ — 0 werden die Fasern ,zusammengezogen®.

(D) Die Menge der beschriinkten konvexen Gebiete in R? (Der Parameterraum



ist unendlich-dimensional; die wichtigste Degenerierung ist: Exzentrizitat :=
Durchmesser/Inradius — oc0.)

Typisches Merkmal der Differentialoperatoren in allen diesen Beispielen nicht-
glatter und degenerierender Rdume ist, dafl sie nicht gleichméfBig elliptisch sind oder
gewisse Koeffizienten gegen unendlich streben, sobald man sich auf dem glatten Teil
des Raumes (bzw. im Parameterraum) der singuldren Menge néhert. Daher fasse ich
diese Probleme unter dem Begriff singulére Probleme' zusammen.

Eine wichtige Gemeinsamkeit der Beispiele (A)-(C) ist deren starke Strukturie-
rung: Sie sind dem glatten kompakten Fall insofern nahe verwandt, als sie durch
gewisse lokal endliche Prozesse (z.B. Auflésung von Singularitdten) mit diesem in
Verbindung gebracht werden kénnen. Insbesondere sind die Radume stratifiziert. Stra-
tifizierbarkeit ist jedoch eine wesentlich schwéchere Bedingung. Es wiirde den Rah-
men dieser Ubersicht sprengen, diesen vagen Begriff starker Strukturierung zu prézi-
sieren. Ein Ansatz wurde von R. Melrose mit dem Begriff der ,boundary fibration
structures’ gegeben [?, ?] (s. auch [G3]). Ein typisches Merkmal derartiger Pro-
bleme ist die Existenz vollstdndiger asymptotischer Entwicklungen der gegebenen
und der gesuchten Groflen (z.B. in Termen des Abstands zur singuldren Menge).
Dementsprechend liegt es nahe, die dhnlich stark strukturierte Theorie der Pseudo-
differentialoperatoren fiir solche Probleme anzupassen und zu verwenden.

In Gegensatz dazu ist Beispiel (D) nur schwach strukturiert, ebenso wie die bis-
her nicht erwédhnten Klassen singuldrer Rdume, die durch geringe Regularitétsforde-
rungen charakterisiert sind (etwa Lipschitz-Mannigfaltigkeiten). Statt vollstandiger
Asymptotiken kann man hier im Allgemeinen nur Abschétzungen von Grofenord-
nungen erwarten; dies spiegelt sich auch in den verwendeten Techniken (z.B. Maxi-
mumsprinzip, Konvexitit) wieder.

Singulére Probleme wurden verstérkt erst seit den 1970er Jahren untersucht, und
die Theorie ist weit weniger ausgereift als im glatten kompakten Fall. Zum Beispiel
sind selbst die grundlegenden analytischen Fragen, etwa nach Selbstadjungiertheit
oder Diskretheit des Spektrums, fiir viele singuldre Réume noch ungeklart (siehe
hierzu [?, ?]). Die Cheeger-Goresky-MacPherson-Vermutung [?], daf8 fiir komple-
xe projektive Varietéiten die L?-Kohomologie (analytisch definiert, beziiglich einer
induzierten Kdhler-Metrik) mit der topologisch definierten Schnitthomologie iiber-
einstimme, bildete die treibende Kraft fiir viele Arbeiten. Siehe [?, 7, 7, 7, ?] fiir
Teilresultate und [?] fiir den Fall von Orbitraumen; die allgemeine Vermutung ist
noch unbewiesen. Eng damit verwandt ist die Frage nach einer Verallgemeinerung
des Hodge-Theorems [?, 7, 7, 7 7, ?]; fiir allgemeine Varietéten ist dieses Problem
ebenfalls noch offen. Als kleines Juwel sei hier noch erwiahnt, dafl die Analyse der
Hodge-Theorie einer Faserung unter der Degenerierung des adiabatischen Limes auf
die Leraysche Spektralsequenz fiihrt [7].
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Die einfachsten Singularitdten sind Kegel und Horner, d.h. lokal von der Gestalt
[0,1) x N/{0} x N, mit Metrik dz? + 2**gy auf dem glatten Teil (0,1) x N, wobei
(N, gn) eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit und o > 1 ist. Fiir diesen
Fall sind viele der eingangs erwdhnten analytischen Eigenschaften ausfiihrlich un-
tersucht worden; zum Teil werden dabei auch Raume zugelassen, die lokal iterierte
Kegel oder Produkte R*x Kegel sind (siehe [?,?,?,?, 7, 2,2, ?und [?,7,7, 72,7, 7]

fiir Indexsétze).

Wie bereits oben erwéhnt, ist es sinnvoll, fiir stark strukturierte singuldre Pro-
bleme Pseudodifferentialkalkiile zu entwickeln. Dieses Ziel wurde und wird syste-
matisch von den Schulen um Schulze [?] und Melrose [?] (s. auch [G3]) verfolgt.
Pseudodifferentialkalkiile existieren insbesondere fiir den Fall von Kegeln und fiir
den adiabatischen Limes.

Auf singuldren Réumen, die nicht lokal kegel- oder hornartig sind, wurden bis-
her die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Laplace-Operators kaum betrachtet;
sieche jedoch [?] fir semialgebraische Mengen und [?, ?] fiir Orbitrdume, und z.B.
[7, ?] fiir gewisse schwach strukturierte Situationen. Auch Verallgemeinerungen des
Indexsatzes sind fiir komplexere Singularititen nicht bekannt (fiir gewisse Klassen
von Orbitrdumen siehe [?] und [?]). Ein Grund hierfiir ist, daB selbst iiber die lokale
Geometrie induzierter Metriken viele grundlegende Fragen ungekléirt sind (vgl. aber
die wichtigen Arbeiten [?, ?])

Das Verhalten von Eigenwerten und Eigenfunktionen ist fiir zahlreiche Formen
der Degenerierung untersucht worden, da solche Probleme oft in Anwendungen auf-
treten (z.B. Schwingungen diinner Bleche), siche z.B. [?]. Die hierbei hiufig ver-
wendete Methode der zusammengesetzten asymptotischen Entwicklungen ist eng
verwandt mit der Konstruktion angepafiter Pseudodifferentialkalkiile (siehe [G3]),
meist jedoch einfacher (und mit schwicheren, jedoch fiir den jeweiligen Zweck oft
ausreichenden, Resultaten).

Ich erldutere nun kurz, wie die hier eingereichten Arbeiten in das oben skizzierte
Umfeld passen. Ausfiihrliche Zusammenfassungen werden im néchsten Kapitel und
in den Einleitungen der einzelnen Arbeiten gegeben. In den Arbeiten [GJ1], [GJ2]
werden niedrige Eigenwerte des (Dirichlet) Laplace-Operators auf konvexen ebenen
Gebieten und die zugehorigen Eigenfunktionen untersucht; dabei sollen die quantita-
tiven Aussagen in der Gréfenordnung optimal sein, gleichméBig fiir Gebiete beliebig
hoher Exzentrizitdat. Dies ist ein schwach strukturiertes Degenerations-Problem.

In den Arbeiten [G1], [G2] untersuche ich die lokale Geometrie singulérer reell
(sub-)analytischer Flachen mit isolierten Singularitdten und ziehe daraus Folgerun-
gen iiber grundlegende analytische Eigenschaften der geometrischen Operatoren.
Diese Arbeiten sind vorwiegend geometrischer Natur.



In [G3], [GG] werden allgemeine Techniken der singuldren Analysis, die in stark
strukturierten Problemen Verwendung finden, vorgestellt und diskutiert.

Die Arbeiten [CGIKO] und [CGK] behandeln ein Optimierungsproblem fiir Ei-
genwerte: Der erste Eigenwert wird iiber eine Familie von Konfigurationen mini-
miert, und die qualitativen Eigenschaften der Loésungen werden untersucht. Das
Problem ist zunéchst nicht singuldr im oben beschriebenen Sinn, jedoch enthélt
es ein freies Randwertproblem, dessen Losungen im Allgemeinen nicht glatt sind.
Weiterhin werden fiir den zentralen Beweis der Symmetriebrechung gewisse degene-
rierende Familien von Gebieten (diinne Kreisringe und Hantelgebiete mit schmalem
Verbindungskanal) analysiert.

Danksagung. Ich danke Professor Matthias Lesch und Professor Jochen Briining
fiir ihre Unterstiitzung wahrend meiner Zeit in Berlin und fiir ihre Anregungen in be-
zug auf diese Arbeit. Den anderen Mitgliedern der Arbeitsgruppe, Markus Pflaum,
Xiaonan Ma, Michael Gruber, Juan Gil und Jiirgen Tolksdorf, danke ich fiir viele
interessante Unterhaltungen zu diesen und anderen Themen. Den Koautoren dan-
ke ich fiir die angenehme Zusammenarbeit. Professor Richard Melrose sei Dank fiir
sein kontinuierliches Interesse und die Bereitschaft, seine Einsichten mit anderen zu
teilen.
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Zusammenfassung der eingereichten
Arbeiten

1 Die Arbeiten [GJ1],[GJ2]

1.1 Problemstellung und iltere Resultate

Sei 2 C R? ein beschriinktes, konvexes Gebiet. Seien 0 < A\; < Ay die zwei niedrig-
sten Eigenwerte des Laplace-Operators auf {2 mit Dirichlet Randbedingungen, und
seien uy, up zugehorige Eigenfunktionen. Das Ziel ist, A;/» und u; /o moglichst genau
durch geometrische Daten von €2 zu beschreiben. Dabei sollen die Abschétzungen
in der GroBenordnung bestmoglich sein, gleichméBig fiir Gebiete beliebig grofler Ex-
zentrizitit. (Die Exzentrizitét ist definiert als das Verhéltnis von Durchmesser zu
Inkreisdurchmesser.)

Bevor wir dies prézisieren, normalisieren wir ). Das Problem ist invariant unter
Streckungen und Bewegungen. Daher kénnen wir annehmen:

Normalisierung:

1. Die Projektion von 2 auf die y-Achse ist das Intervall (0, 1), und die Projektion
von (2 auf eine beliebige andere Gerade hat Léange > 1.

2. Die Projektion von Q auf die x-Achse ist das Intervall (0, N), fiir ein N =
N(Q) > 1.

Siehe Figure 1 in [GJ2] (mit a = 0,b = N). Man sieht leicht, da8

inradius(€) — % +O(NY) (1)
diam(Q) = N + O(N 1), (2)

also ist V in etwa die Exzentrizitat. Die Eigenfunktionen normalisieren wir so:
u; >0, maxu; =1,
Q
max |ug| = 1.
Q

Folgende Tatsachen sind wohlbekannt:

1. wuy,us sind reell-analytische Funktionen im Innern von ).



2. Die Niveaumengen {u; > ¢} sind konvex fiir jedes c. Insbesondere (wegen 1.)
nimmt w; sein Maximum an genau einem Punkt an:

ul_l(]-) = {(xmamymax)}-
3. Die Knotenlinie
N = uy*(0)

ist reell analytisch, und sie teilt €2 in zwei Zusammenhangskomponenten. (Dies
gilt fiir jede zweite Eigenfunktion, falls die Multiplizitdt von Ay grofler als eins
ist. In dem hier interessierenden Fall, wo N grof} ist, ist die Multplizitét jedoch
eins, siche Theorem 1.3 unten.)

Sei C die Menge der wie oben normalisierten Gebiete 2. Fiir 2 € Cund z € (0, N)
setze

Jo={y: (z,y) € Q}
und definiere Funktionen fi, fo, h: (0, N) — (0, 1] durch

Jo = (fi(2), fo(2)), h=f2=f1.

h(z) ist die ,Dicke' von  an der Stelle z. h ist eine konkave Funktion. Weiterhin
definiert €2 einen gewohnlichen Differentialoperator

d? w2

E::_dx2+m

auf (0, N), mit Dirichlet Randbedingungen. Seien

M1, 2

die niedrigsten Eigenwerte von £ und ¢1, ¢ zugehorige Eigenfunktionen, normali-
siert durch

¢1 >0, max¢; =1,
max\@] = 17

und seien &nax, Enod € (0, N) definiert durch
Cbl_l(l) = {gmax}v
¢2_1(0) - {fnod}'

Daf§ diese beiden Mengen einelementig sind, folgt sofort aus der Konvexitit und
Positivitit des Potentials 72 /h?.
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Definition 1.1 Sei l € {0,1,2}. Eine GroBe ['ter Ordnung ist eine Funktion F :
C — R derart, daff F(QQ) durch Losen einer Differentialgleichung in | Variablen
elementar bestimmt werden kann. Die Daten der Gleichung (d.h. Koeffizienten, De-
finitionsbereich) miissen dabei direkt durch S0 bestimmt sein.

Eine Grofle nullter Ordnung heifit auch geometrische Grole. Da diese Definition nur
der Formulierung der Problemstellung dient, prézisieren wir die Begriffe ,elementar’
und ,direkt‘ nicht, sondern begniigen uns mit den hier relevanten Beispielen:

Beispiele

o GroBen zweiter Ordnung sind: Aij2, Tmax, Ymax, ||U1/2]|2 (die L?-Norm), die
Lénge der Knotenlinie von us,.

e Groflen erster Ordnung sind: f41/2, &maxs Snod-

o Groflen nullter Ordnung sind: vol (§2), N.

(Oben haben wir angenommen, dafl Ay einfach ist.) Damit konnen wir unser
Problem folgendermafien prézisieren und verallgemeinern:

Hauptproblem:

Bestimme, wie gut sich die oben genannten Groflen zweiter Ordnung durch
Groflen erster und nullter Ordnung approximieren lassen.

Zur Illustration betrachten wir A;: Da €2 in einem N x 1-Rechteck enthalten ist,
gilt
A () > M ([0, N] x [0,1]) = 7*(1 + N~2). (3)

Das legt die Frage nahe, ob auch eine Abschitzung der Form \; < 7%(1 + CN~?)
gelten kann, fiir eine Konstante C'. Dies ist jedoch nicht der Fall: Im Falle eines
Kreissektors

Q= Ky :={(rcosf,rsind) : r € (0,N), sinf € (0, N~ 1)}

kann man die Eigenfunktionen in Termen von Besselfunktionen ausdriicken, und
deren bekanntes asymptotisches Verhalten zeigt

AM(Ky) = (1 + coN 7% + O(N /%))
fir N — oo (siehe [?]).

D. Jerison hat in [?] eine geometrische Grofle angegeben, mit deren Hilfe eine
bessere Approximation als (3) fiir A; (und \y) gegeben werden kann:
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Fiir Q € C sei L die Linge des ldngsten Intervalls I C (0, N) mit

1
th—ﬁ auf [. (4)

Es ist einfach zu sehen (siehe [?7]), dafl
L1y
SN LEN,

insbesondere ist grofles L gleichbedeutend mit grofler Exzentrizitat. Fiir den Kreis-
sektor Ky ist L ~ N3 und fiir das N x 1-Rechteck ist L = N.

Die Losung des Hauptproblems fiir \;/, wurde von Jerison gegeben:
Theorem 1.2 ([?],[?]) Es gibt positiven Konstanten c,C, so daf fir alle Q € C
und 1= 1,2 gilt:
el <N <aP+ 0L (5)

Mit anderen Worten, A; 1a8t sich durch Gréfen nullter Ordnung mit dem Fehler
L=? approximieren und durch GréBen erster Ordnung mit dem Fehler L=3.

Das zweite Hauptresultat in [?], zusammen mit Resultaten aus [?], betrifft die
Knotenlinie:

Theorem 1.3 ([?]) FEs gibt eine Konstante C, so daf$ fir alle Q € C mit L > C
der zweite Eigenwert einfach ist und die Knotenlinie N folgende Eigenschaften hat:

(a) NN+ 0.
(b) Sei N, die Projektion von N auf die x-Achse. Dann gilt
N, Cla—=CL,B+ CL],
wobei I = |« 5] das Intervall in (4) ist.
(¢) Es gilt sogar

NSE C [5n0d - Ca gnod + C]

(a) lost das ,Knotenlinienproblem‘ fiir den Fall grofler Exzentrizitdt. Dies besteht
in der Vermutung, dafl die Knotenlinie einer beliebigen zweiten Eigenfunktion den
Rand beriihrt, fiir beliebige konvexe (oder sogar beliebige einfach zusammenhéngen-
de) Gebiete. Sie wurde kurz darauf im konvexen Fall von Melas [?] allgemein gezeigt.
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M. und T. Hoffmann-Ostenhof und N. Nadirashvili [?] gaben ein Beispiel an, das
zeigt, dafl diese Vermutung fiir mehrfach zusammenhéngende Gebiete im allgemei-
nen nicht stimmt.

(b) und (c) zeigen, wie gut die Lage von N durch GroBen nullter bzw. erster
Ordnung approximiert werden kann. Die GroBenordnung des Fehlers in (c) ist opti-
mal, d.h. C' kann hier nicht durch CF(L) ersetzt werden fiir eine Funktion F, die
fiir L — oo gegen Null strebt. Dies folgt aus der Analyse des folgenden Beispiels,
die wir kurz skizzieren:

Fiir ein festes € € (0, 1] und beliebiges N > 1 sei
O (N)={(z,y): 0 <y <min{z/e,1}, 0 <z < N}.

Dies ist ein rechtwinkliges Dreieck (iiber 0 < z < ), an das ein (N —¢) x 1-Rechteck
rechts angeklebt ist. Definiere Q9(N) als die Symmetrisierung von €, (N) um die
Gerade y = 1/2. Die Gebiete ©;(N) und Q9(N) haben dann dieselbe Funktion
h und daher auch dieselbe Funktion ¢; und daher dasselbe &,,q. Insbesondere ist
h(z) = 1 fiir > . Man kann nun zeigen, dafl die zweite Eigenfunktion uy auf einem
Gebiet Q) € C, das diese letzte Eigenschaft hat, fiir z > N/10 sehr nahe (exponentiell
in N) bei der Funktion

. X .
sin 27 sin my,

der zweiten Eigenfunktion des Rechtecks (v, N) x (0, 1), liegt, wobei v € [0,1) eine
gewisse spektrale Invariante des ,Endstiicks’ Q N {0 < z < e} ist; daher liegt N,
sehr nahe (gleichméBig in €) dem Punkt (IV++)/2. Weiterhin kann man zeigen, da8,
zumindest fiir kleine €, der Wert von ~ fiir die beiden Gebiete 2;(N) und Qy(V)
verschieden ist. Daraus folgt sofort, dal ein ¢ > 0 existiert, so da} die Knotenlinien
von Qq(N) und Qy(N) fiir groes N Abstand mindestens ¢ haben. Das zeigt die

Optimalitéat der Abschitzung (c).

1.2 Resultate

Die Hauptresultate von [GJ1] lauten:

Theorem 1.4 ([GJ1]) Es gibt eine Konstante C, so daf$ fir alle Q € C die Pro-
jektion N, der Knotenlinie auf die x-Achse ein Intervall der Linge hichstens C' L3
15t.

In dem Fall, daB die Ableitung von h nahe N, wesentlich kleiner als L=3 ist, erhalten
wir sogar eine genauere Abschitzung, siehe Theorem 3 in [GJ1].
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Man beachte, dafl diese Abschitzung fiir die ,Breite’ von N besser ist als die, die
aus Satz 1.3(c) folgt. Im Unterschied zu letzterer wird hier allerdings die Position
von N, nicht mit Hilfe einer Gréfie niedrigerer Ordnung angegeben.

Wir zeigen auch eine entsprechende punktweise Abschitzung fiir die Steigung

von NZ

Theorem 1.5 ([GJ1]) Sei (n1,12) ein Einheitstangentialvektor an N im Punkte
(z,y). Fiir jedes e > 0 gibt es C = C(e) derart, daf fir alle (x,y) € N mit Abstand

grofler als € von 02 gilt:
Im| < CL™°

Beide Resultate sind optimal: Im Fall des Kreissektors ist N ein Kreisbogen,
dessen Radius von der Ordnung N ist, daher hat die Breite der Projektion auf die x-
Achse die Ordnung N~! = L=3. Wir vermuten, daf in Theorem 1.5 die Abschitzung
bis zum Rand gilt, d.h. daf§ C' unabhéngig von ¢ gewihlt werden kann.

Thema von [GJ2] ist die erste Eigenfunktion. Wir betrachten zunéchst die Lage
des Maximums:

Theorem 1.6 ([GJ2]) Es gibt eine Konstante C, so daf$ fir alle Q € C gilt:

‘xmax - gmaxl S C

Dies entspricht Theorem 1.3(c), ist jedoch schwieriger zu beweisen, s. weiter
unten. Dasselbe Beispiel wie oben zeigt, dafl diese Abschétzung scharf ist. Das Ana-
logon zu Theorem 1.3(b) gilt auch, ist allerdings vergleichsweise einfach zu zeigen,
siehe unten.

Das zweite Hauptresultat von [GJ2] gibt an, wie gut sich u; mit Hilfe von ¢,
gleichméfig approximieren 1at: Definiere

B Wy — fi(x)
alz,y) = “ho)

Theorem 1.7 ([GJ2]) Es gibt eine Konstante C, so dafs fir alle Q € C gilt:
lui(z,y) — é1(z)sina(z,y)| < CL™  firz el

Hierbei ist I' das mit I konzentrische Intervall halber Linge.

Beachte, daf§ der hier auftauchende Sinus-Faktor fiir festes x gerade die erste Dirichlet-
Eigenfunktion von d?/dy? auf dem y-Intervall J,, ist.
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1.3 Methoden, Beweisidee

Die grundlegende Idee ist, wie schon in [?], daB fiir groBe Exzentrizitit eine an-
gendherte Trennung der Variablen auftreten sollte. Das bedeutet, dafl sich die Ei-
genfunktion u (d.h. uy oder us) gut durch eine Funktion der Form

u(x,y) = e(z,y)Y(z)

approximieren lassen sollte, wobei e(z,-) die L?>-normalisierte erste Eigenfunktion
von d?/dy* auf dem y-Intervall J, ist. Da der erste Eigenwert dieses Operators
—72/h(z)? ist und die Spektralliicke p15 — p; fiir N — oo gegen Null strebt (vgl.
(5)), erwartet man, dafl ein guter Kandidat fiir ¢ gerade ¢; bzw. ¢9 ist. Diesen
Ansatz verwendete Jerison in [?].

Die wesentliche neue Idee in [GJ1] und [GJ2] ist es, fiir ¢ folgende Funktion zu

verwenden:
Ja(z)
() :/ e(x, y)u(x,y) dy.
fi(=)

Das heifit, ¢ (x) ist der Koeffizient des Terms niedrigster Frequenz in der Fourier-
zerlegung von u(z, -) auf dem Intervall J,. Insbesondere ist ¢ (z) keine Grofie erster
Ordnung mehr, sondern aus der Eigenfunktion u selbst berechnet. Daher kann man
erwarten, dass ¢ eine recht gute Approximation @ von u liefert, jedenfalls eine bes-
sere als ¢ bzw. ¢s.

Andererseits ist die Analyse von 1 schwieriger als die von ¢, bzw. ¢o. Daf} sie
dennoch gelingt, basiert darauf, dafl man fiir ) eine Gleichung

LY =) +o

(A = A1 bzw. \g) herleiten kann, wobei der Term o von der xz-Abhingigkeit von
e herrithrt (insbesondere ist o(z) = 0, falls d,e = 0 nahe ). Nahe dem zentralen
Intervall I ist 0,e beschrinkt durch die Steigung der Randkurven y = fi(z), y =
fo(z) von Q, und diese ist bei hoher Exzentrizitdt dort sehr klein (z.B. von der
Ordnung L~3 nahe N). Zusammen mit schwachen a priori-Abschiitzungen fiir u
erhélt man so optimale Schranken fiir o, die eine Analyse von 1 ermoglichen.

Im Fall der zweiten Eigenfunktion zeigt man so, dafl 1) genau eine Nullstelle hat,
so dafl die Nullstellenmenge von @ genau aus einer vertikalen Linie besteht. Theorem
1.4 ergibt sich dann aus einer oberen Abschéitzung fiir den Fehler v — @ und einer
unteren Abschétzung fiir die Ableitung von 1 nahe dieser Nullstelle.

Im Fall der ersten Eigenfunktion braucht man noch zusétzlich Abschétzungen
fiir die Differenz von ¢ und ¢; (nach geeigneter Skalierung). Die Argumentation
zum Beweis von Theorem 1.6 ist notwendig komplizierter als die im Beweis von
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Theorem 1.3(c), weil die Ableitung der ersten Eigenfunktion (von £) beim Maxi-
mum verschwindet (und daher der Ort des Maximums schwieriger zu lokalisieren
ist), wiahrend die Ableitung der zweiten Eigenfunktion bei ihrer Nullstelle von der
GroBSenordnung L1 ist.

Allgemeine Techniken, die durchgehend in den Arbeiten verwendet werden, sind:
Das verallgemeinerte Maximumsprinzip und die verallgemeinerte Harnack-Ungleichung
(,verallgemeinert’ bedeutet hier, daf die entsprechenden Sétze fiir Eigenfunktionen
statt harmonische Funktionen verwendet werden), und Carlesons Lemma, das es
erlaubt, die Eigenfunktion gleichméfig nahe dem Rand abzuschétzen. Siehe [?].

Fiir weitere Details sei auf die Einleitungen und die Hauptteile der Arbeiten
[GJ1], [GJ2] verwiesen. Zur Illustration skizzieren wir hier nur den Beweis des folgen-
den Resultates (vgl. Proposition A’ in [?], deren Beweis dort dem Leser iiberlassen
wird):

Proposition 1.8 FEs gibt eine Konstante C', so dafs fiir alle Q) € C gilt:
Tmax € [0 — CL, 5+ CLJ,

wobei I = |«, 5] das Intervall in (4) ist.

Beweis  (Skizze) Aus der Normalisierung von €2 folgt leicht mit Hilfe einer ele-
mentaren geometrischen Uberlegung (vgl. Lemma 3.1 in [GJ2]), dal max h = 1 ist.
Sei xy € I irgendein Punkt mit h(zp) = 1. Weil nach Definition von I die Unglei-
chung h(z) < 1 — L2 fiir z & I gilt, folgt aus der Konkavitit von h und |I| = L
sofort |h/(x)| > L2 fiir = & I. Daher gilt h(z) <1 — |z — zo| L7 fiir z € I. Aus der
zweiten Ungleichung in (5) folgt dann, dafl es eine Konstante Cy gibt, so dafi fiir alle
Q e C gilt:

2

m 1
W—A1>ﬁ fir |$—£L'0| >COL. (6)

Um 2.« zu lokalisieren, wollen wir v = u, weit weg von I nach oben abschétzen.
Dazu betrachten wir zunachst die Funktion

p(x) :/1 u(z,y)*dy, x € (0,N).

Man berechnet nun leicht (alle Integrale erstrecken sich tiber I, mit dem Mafl dy,
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und u, = d,u etc.)

= 2/u§ -2 [ W? 9)
2
> Q(E — A1)p- (10)

Hierbei wurde in der dritten Zeile partiell in y integriert und in der vierten Zei-
le verwendet, dafl 72/h(x)? der erste Eigenwert auf I, ist und dieser durch den
Rayleigh-Quotienten charakterisiert werden kann.

Wegen (6) folgt also
p'(x) > 2L %p(x)  fiir |z — x| > CoL.

Wegen max p < 1 und p(0) = p(N) = 0 folgt daraus mit Hilfe eines elementaren Ver-
gleichsarguments (der ein-dimensionalen Version des verallgemeinerten Maximums-
prinzips), dafl

p(x) < efﬂdist (2,Ip)/L (11)

gilt, wobei Iy = [xg — CoL, xg + CoL].

Schliellich wollen wir u punktweise durch seinen Mittelwert p abschéitzen. Sei
zunéchst x derart, dafi A(x) > 1/2, und sei I = {x} x I, und I’ C I das mit I konzen-
trische Intervall halber Lange. Das Carleson-Lemma zeigt, dafl max; u < C'maxy u,
und die Harnack-Ungleichung gibt max; v < C'miny u, fiir eine Konstante C'. We-
gen minp u? < [I'|7'p(z) erhiilt man schlieBlich

max u(x,y)* < Cp(z) fiir h(z) > 1/2.
v

Ein elementares 'barrier argument’ (Konstruieren einer Vergleichsfunktion und Ver-
wendung des verallgemeinerten Maximumsprinzips) gibt

maxu(z,y) < CL™'  fiir h(z) < 1/2.
v

(Siehe [GJ2], Lemmas 3.2 und 3.12 fiir mehr Details bzgl. der letzten beiden Abschétzun-
gen.) Zusammen mit (11) geben diese beiden Abschitzungen

u(z,y) <1 furz & |a—CL,B+ CLL]

fiir eine geeignete Konstante C; > Cj. Daraus folgt, dal u sein Maximum innerhalb
dieses Intervalls annehmen muf. [J
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2 Die Arbeiten [G1], [G2]

Thema dieser Arbeiten ist die lokale Geometrie sub-analytischer Flachen mit indu-
zierter Metrik, mit Anwendungen auf die Analysis geometrischer Differentialopera-
toren auf ihnen.

Sei V' eine sub-analytische kompakte Teilmenge einer reell-analytischen Man-
nigfaltigkeit M. Ich nehme an, dal V' iiberall Dimension zwei und nur isolierte
Singularitéiten hat. Also gilt

V - ‘/reg U {p17 v 7pk}7

wobei py, ..., p; nicht-isolierte Punkte von V' sind und V., eine glatte Mannigfal-
tigkeit ist.

Sei weiterhin eine reell-analytische Riemannsche Metrik auf M gegeben, und sei
g die auf V.o, induzierte Riemannsche Metrik.

Die ersten beiden Hauptresultate von [G1] geben eine Beschreibung der lokalen
Geometrie von V' in der Umgebung eines Punktes. Die Riemannsche Metrik auf
Vieg induziert eine Abstandsfunktion d auf V', die intrinsische Metrik. Weiterhin sei
dist die von der Riemannschen Metrik auf M induzierte Abstandsfunktion auf M.
Eingeschriankt auf V' wird dist als extrinsische Metrik bezeichnet.

Wichtige Spezialfille sind die Kegel und Horner: Sei v > 1 eine rationale Zahl.
Definiere

V'Y:{(x7y7z): OSZ<17 ZV:\/W}CRB.

Auf R? wird die Euklidische Metrik verwendet. Dann heifit (V,d) fir v = 1 Kegel
und fiir v > 1 Horn. Weiterhin betrachte man fiir v1,...,7,, > 1 rational und € > 0
die Menge

77777
i=1

wobei e, ..., e, die Standardbasisvektoren von R™ sind. Versiecht man R*” mit
der Euklidischen Metrik, so ist (V;,
bung von V,,,...,V, ~an der Spitze. Alle diese Rdume sind semi-algebraisch, also

+m» d) als metrischer Raum einfach die Verkle-

-----

insbesondere sub-analytisch.

Zwei metrische Raume (X, d), (X', d") heiflen quasiisometrisch, falls es einen
Homd&omorphismus ¢ : X — X' gibt derart, dafl ¢ und ¢! Lipschitz-Abbildungen
sind.

Im ersten Hauptsatz werden die oben eingefiihrten Rdume lokal modulo Quasi-
isometrie klassifiziert:
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Theorem 2.1 (Theorem 1.1 in [G1]) Sei (V,d) wie oben und p € V. Dann gibt
es emne Umgebung von p in V', die quasi-isometrisch zu einem der Rdume V., . ..
15t.

Damit dies eine Klassifikation darstellt, mufl noch gezeigt werden, dal zwei Rdume
Virms Ver,..5, dann und nur dann quasiisometrisch sind, wenn die beiden Multi-
mengen {7V1,...,Vm}, {01,...,0,} gleich sind. Dies folgt sofort aus einem Resultat
in [G2]:

Theorem 2.2 (Corollary 3.10 in [G2]) Falls 1,72 > 1 und V,, zu V., quasiiso-
metrisch ist, so folgt v1 = ~s.

Natiirlich hat man m = 1,v; = 1 fiir p € Vjee. Die Spezialfille V, mit 0 <y <1
treten in der Klassifikation nicht explizit auf, da sie quasiisometrisch zum Kegel V;
sind (siehe Corollary 3.7 in [G2]).

In Theorem 1.2 in [G1] wird die Quasiisometrie aus Theorem 2.1 genauer be-
schrieben. Insbesondere wird gezeigt, dafi die Bogenlédngeparametrisierung entlang
den Kurven

Se(p) ={q €V :dist(¢,p) =r}

in natiirlicher Weise eine solche Quasiisometrie definiert.
Der zweite geometrische Satz in [G1] betrifft die Linge der Kurven S,.(p):

Theorem 2.3 (Theorem 1.3 in [G1]) Sei (V,d) wie oben undp € V. Firr — 0
gibt es eine vollstandige Asymptotik

Linge(Sy(p)) ~ }_ Cir*(logr)’, (12)

wobei © iber eine Menge positiver rationaler Zahlen mait beschrinktem Nenner und
J aber {0, 1} variiert.

Weiterhin ist der kleinste vorkommende Exponent i gleich v = min{~y1,...,Vm},
wobei Y1, ..., Ym wie in Theorem 2.1 bestimmt sind, und C,; = 0; das heifst, der
fithrende Term der Asymptotik enthdlt keinen Logarithmus.

Die Asymptotik darf gliedweise abgeleitet werden.
Da Zusammenhangskomponenten subanalytischer Mengen wieder subanalytisch sind,

gilt dieselbe Aussage fiir jede Komponente einer punktierten Umgebung von p se-
parat, nicht nur fiir deren Vereinigung.

Aus diesen geometrischen Resultaten leite ich dann eine Version des Satzes von
Gauss-Bonnet her:
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Theorem 2.4 (Theorem 1.4 in [G1]) Sei(V,d) wie oben. Seienly, ...l die Ko-
effizienten des Termsr in den Asymptotiken (12) fir alle singuldren Punkte py, ..., p.
Ser K die Gauss-Kriimmung der Riemannschen Metrik auf Vieg.

Dann ist K integrierbar tiber Vieg, und fiir die Euler-Charakteristik guilt

X(V):% (/V K+Z(27r—li)>.

SchlieBlich ziehe ich noch Folgerungen analytischer Natur. Es bezeichne L?(/\ Vieg)
die quadratintegrierbaren Differentialformen und d die d&uflere Ableitung. Man kann
d und sein Transponiertes d' auf Elemente von L?(/\ Vieg) im Sinne der Distribu-
tionentheorie anwenden.

Theorem 2.5 (Theorem 1.5 in [G1]) (i) Ve hat die L*-Stokes-FEigenschaft;
d.h. falls w,n,dw,d'n € L*()\ Vieg), dann gilt

(dw,n) = (w, dn).

(ii) Der Gauss-Bonnet-Operator Dgp = d+d* und der Laplace-Beltrami-Operator
A = D%y sind selbstadjungiert als unbeschrinkte Operatoren auf L*(/\ Vieg)
mit Definitionsbereichen D(Dgp) = H'(\ Vieg) und D(A) = H*(\ Vieg)-

Ihre Spektren sind diskret.

(iii) Die L*-Euler-Charakteristik von V, d.h. der Index des Operators Dgp, be-
trachtet als Operator von den geraden in die ungeraden Formen, ist

k
1
V)= N+ — K-S"1],
o) +27T</Vreg z)

wobet N die Gesamtzahl aller Kegel und Hérner an allen singuldren Punkten
von V ist.

Beziiglich der Beweismethoden bemerke ich nur kurz, dafl fiir die Theoreme 2.1 und
2.3 die Auflésung von Singularitéiten verwendet wird. Das Problem besteht dann
darin, die Form der Metrik auf dem desingularisierten Raum zu bestimmen. Die
genaue Analyse zeigt jedoch, daf fiir die Klassifikation modulo Quasiisometrie eine
recht schwache Kenntnis dieser ,aufgeblasenen‘ Metrik ausreicht.

Fiir weitere Details und eine Darstellung verwandter Literatur verweise ich auf
die Einleitung von [G1].

Thema von [G2] ist die Untersuchung der Frage, unter welchen Bedingungen zwei
Riemannsche Metriken auf punktierten Umgebungen von 0 in R™ quasiisometrisch
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sind, bzgl. eines Diffeomorphismus’s ¢, der sich durch ¢(0) = 0 als Homdomor-
phismus fortsetzen 148t (aber bei Null moglicherweise singulér ist). Insbesondere
wird (eine Verallgemeinerung von) Theorem 2.2 bewiesen (siehe Theorem 3.8 in
[G2]). Es wird auch gezeigt, dal die vom R? auf dem reellen ,Whitney umbrella‘
W = {2? = y*2} induzierte Metrik zu einer konischen Metrik quasiisometrisch ist,
wenn man zur Normalisierung von W iibergeht.

3 Die Arbeiten [G3], [GG]

Thema dieser Arbeiten sind allgemeine Techniken der singuldren Analysis. [G3] gibt
eine ausfiihrliche Einfiihrung in die grundlegenden Ideen und Konzepte von R. Mel-
roses b-Kalkiil. In [GG] wird die genaue Beziehung zwischen einem zentralen Satz
des b-Kalkiils, dem Push-Forward Theorem, und dem Singular Asymptotics Lemma
von Briining und Seeley untersucht.

Der b-Kalkiil ist eine Theorie, die den klassischen Kalkiil der Pseudodifferential-
operatoren auf gewisse, stark strukturierte singulédre Situationen verallgemeinert. Er
wurde von R. Melrose und vielen seiner Koautoren seit den frithen 80er Jahren ent-
wickelt und wird gegenwértig immer noch weiter ausgebaut. Insofern stellt er auch
(noch) keine abgeschlossene Theorie dar, sondern eher eine Sammlung von Ideen
und Konzepten, die zur Losung vieler singuldrer Probleme verwendet werden kann
und verwendet wurde.

Die allgemeine Klasse singulédrer Probleme zu beschreiben, auf die der b-Kalkiil
anwendbar sein soll (die ,boundary fibration structures‘), wiirde hier zu weit fithren.
Stattdessen geben wir drei typische Beispiele an:

Beispielprobleme des b-Kalkiils:

1. Resolventenentwicklung: Sei X eine kompakte Mannigfaltigkeit und P ein po-
sitiver elliptischer Differentialoperator auf X.! Bestimme die Struktur der Re-
solvente

(P+2)7', z>0,

gleichméBig fiir 2 — oo.
2. b-Kalkiil im engeren Sinn: Sei X eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand.

Betrachte einen elliptischen Operator P vom Fuchs-Typ (oder total cha-
rakteristischen‘Operator) auf X; das heifit, in lokalen Koordinaten (z,y =

1 Zur Vereinfachung der Notation nehmen wir im Folgenden immer an, daf die Operatoren skalar
sind, obwohl dies nirgends wesentlich ist.
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(Y153 Yn-1)) : U C X - Ry x R™! (mit R, = [0,00)) nahe einem beliebi-
gen Randpunkt hat P die Gestalt

Z aja(a:,y)@@x)j@;‘, ajo glatt,
J+lal<m
und 3754 em Gl Y)Y # 0 fiir (A\,n) # 0. Das Problem besteht dann
darin, eine Parametrix fiir P zu konstruieren und deren Struktur zu verste-
hen, um damit Abbildungs-, insbesondere Fredholmeigenschaften von P zu
untersuchen.

3. Adiabatischer Limes: Sei 7 : M — Y eine Faserung kompakter Mannigfal-
tigkeiten; seien g und h Riemannsche Metriken auf M bzw. Y. Fiir ¢ > 0
betrachte die Metrik g. = 7*h + £2g auf M. Das Problem besteht darin, das
Verhalten gewisser Invarianten, die mit Hilfe des zu ¢. assoziierten Laplace-
Beltrami-Operators definiert sind, fiir € — 0 zu untersuchen. Siehe [?] fiir die
Hodge-Kohomologie und [?] fiir die analytische Torsion.

Die ersten beiden Beispiele sind auch von vielen anderen Autoren behandelt wor-
den. Der b-Kalkiil gibt jedoch einen einheitlichen Rahmen fiir derartige Probleme.

Wesentliche Charakteristika des b-Kalkiils sind:

1. Operatoren werden durch ihre Schwartz-Kerne beschrieben.

2. Singulédres Verhalten wird so weit wie moglich durch geometrische Konstruk-
tionen (Aufblasen des zugrundeliegenden Raumes) charakterisiert.

Operiert ein Operator auf (Funktionen auf) einem Raum X und héngt von Para-
metern in einem Raum Z ab, so ist sein Schwartzscher Kern eine Distribution K
auf X x X x Z. Die Struktur eines Operators zu verstehen bedeutet dann, eine
Aufblasung §: Y — X x X x Z zu finden derart, daf§ der Riickzug des Schwartz-
schen Kerns K unter § eine einfache, im wesentlichen durch die Geometrie von Y
beschreibbare Struktur hat. (Technisch gesprochen: Y soll eine kompakte Mannigfal-
tigkeit mit Ecken sein und * K soll polyhomogen konormal auf Y sein, insbesondere
konormale Singularitdten entlang einer Untermannigfaltigkeit von Y haben, die mit
dY normale Kreuzungen hat. Ggf. ist X x X x Z vorher zu kompaktifizieren, z.B.
durch Hinzufiigen von z = oo im ersten Beispiel.)

Betrachten wir etwa das zweite Beispiel oben: Schwartzsche Kerne von Opera-
toren auf X sind lokal als Distributionen K (z,y,2’,%') mit z,2’ € R, y,y’ € R*!
ausdriickbar; ein wesentlicher Schritt zur Losung des Problems der Parametrixkon-
struktion besteht in der Erkenntnis, dafl die Schwartzschen Kerne von Parametri-
ces fiir P eine recht einfache Struktur bekommen, wenn man sie in Polarkoordina-
ten beziiglich x, 2" zu schreiben versucht. Geometrisch bedeutet das nichts anderes,



21

als die Untermannigfaltigkeit 0.X x 0X in X x X aufzublasen und den Riickzug
der Kerne auf diese Aufblasung zu betrachten. Die weitere Parametrixkonstrukti-
on kann dann im Wesentlichen dhnlich wie im klassischen Pseudodifferentialkalkiil
durchgefiihrt werden (jedoch muB ein zweites Symbol eingefiihrt werden, wenn die
Fehlerterme in der Parametrixkonstruktion Fredholm sein sollen).

In [G3] werden diese Ideen und Methoden eingefiihrt und anhand vieler Beispiele
motiviert. Eine derartige einfithrende Darstellung des b-Kalkiils war bisher nicht in
der Literatur zu finden. Wir heben einige wichtige Aspekte hervor:

1. Ausfiihrliche Diskussion der Problematik von asymptotischen Entwicklungen
in mehreren Variablen: Simultane Asymptotik vs. Asymptotik in jeder Variable
getrennt. (Abschnitt 2.1)

2. Detaillierte Motivation und Diskussion der Rolle von Aufblasungen (,blow-
ups‘) in der Beschreibung nicht-simultaner Asymptotik; Begriff des asympto-
tischen Typs. (Abschnitte 2.2-2.4)

3. Diskussion des Zusammenhangs dieser Begrifflichkeiten mit den Begriffen ,Re-
gimes' und ,Kompatibilitdtsbedingungen‘ (matching conditions), die vor allem
in der Literatur der angewandten Mathematik verwendet werden. (Abschnitt
2.5)

4. Einfiihrung in den klassischen Pseudodifferentialkalkiil. (Abschnitte 3.3, 4.1)

5. Ausfiihrliche Erlduterung der Rolle des Push-Forward Theorems und des Pull-
Back-Theorems, und Beweisskizzen. (Abschnitte 3.1, 3.2)

6. Charakterisierung des zentralen Begriffs der b-Faserung (alternativ zu Melro-
se’s urspriinglicher Definition in [?]). (Definition 3.9)

7. Ausfiihrliche Darstellung des b-Kalkiils im engeren Sinne (Beispiel 2 oben).
(Kapitel 4)

Die Arbeit [GG]: Die Untersuchung der genauen Beziehung zwischen dem Push-
Forward-Theorem von Melrose und dem Singular Asymptotics Lemma von Briining
und Seeley zeigt, dafl beide dasselbe grundlegende Problem betreffen und es in un-
terschiedlichen Teilaspekten 16sen.

Das Push-Forward-Theorem ist eine weitreichende Verallgemeinerung des Sat-
zes, dafl der Push-Forward f,u einer glatten Dichte u, die auf einer Mannigfaltigkeit
X definiert ist, unter einer eigentlichen glatten Abbildung f : X — Y wieder ei-
ne glatte Dichte ist, falls f eine Submersion (und damit eine Faserung) ist. Die
Verallgemeinerung besteht in folgenden Punkten:
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e X und Y sind Mannigfaltigkeiten mit FEcken, d.h. iiberall lokal von der Gestalt
RE x R** (13)
fiir gewisse k, n.

e f braucht keine Faserung zu sein, sondern nur die schwécheren Bedingungen
an eine b-Faserung zu erfiillen. Eine b-Faserung ist im Innern eine Faserung
(d.h. f bildet int(X) auf int(Y) als Faserung ab), aber nicht notwendig am
Rand. Fiir die genauen Bedingungen an eine b-Faserung siehe [G3], Definition
3.9, oder [?]. Das einfachste nicht-triviale Beispiel ist

e 4, braucht nicht glatt bis an den Rand zu sein, sondern nur ,polyhomogen ko-
normal‘, d.h. g muf} vollstédndige asymptotische Entwicklungen, simultan in al-
len Randvariablen xy, . . . x; nahe Ecken (13), in Termen der Form Hle 25 (log ;)P
haben, deren Koeffizienten glatt von xyy1,...,z, abhidngen.

Das Push-Forward Theorem (PFT) sagt dann, da8 auch f,u polyhomogen konormal
ist, und berechnet die vorkommenden Exponenten («; und ;) aus denen von p und
aus kombinatorischen Daten iiber das Randverhalten von f. Z.B. ergibt sich fiir die
Abbildung f in (14) und fiir p glatt bis an den Rand von R%, daB in der Asymptotik
von f,u im allgemeinen logarithmische Terme vorkommen.

Das Singular Asymptotics Lemma (SAL) von Briining und Seeley ([?]) behandelt
die Frage, wie man die Asymptotik des Integrals

/ o(x,zz)dz
0

fir z — oo aus der Kenntnis der Asymptotik von o(z,() bei x = 0 und ( = oo
berechnen kann, wenn zusétzlich eine gewisse Integrabilititsbedingung (nahe z =
¢ = 0) erfiillt ist. (Das Jklassische’ SAL aus [?] wurde in [?] verallgemeinert.)

In [GG] zeigen wir, dafl das im SAL gestellte Problem als Spezialfall der Problem-
stellung des PFT betrachtet werden kann. Daher kann man einen Teil der Aussage
des SAL aus dem PFT herleiten (némlich die in der Asymptotik auftretenden Expo-
nenten). In SAL werden allerdings zusétzlich explizite Formeln fiir die Koeffizienten
angegeben. Diese expliziten Formeln wurden bei der Behandlung des Indexproblems
auf Rdumen mit konischen Singularitéiten verwendet (siehe [?]). AuBierdem sind die
Regularitéitsanforderungen im SAL etwas schwécher.

Die Abbildung f, die die Briicke zwischen SAL und PFT schligt, ist folgender-
mafen definiert: Sei 3 : [R2,0] — R2 die Aufblasung von 0 € R% und 7: R — R,
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die Projektion auf den ersten Faktor. Dann ist f = 7o 3 : [R%,0] — R.. Fiir den
Spezialfall, daf o fir ¢ nahe Null verschwindet, kann die einfachere Abbildung (14)
verwendet werden.

Eine gemeinsame Verallgemeinerung von PFT und SAL bestiinde in der Losung
des folgenden Problems:

Problem: Sei f: X — Y eine eigentliche b-Faserung und p eine polyhomogen
konormale Dichte. Bestimme die Koeffizienten in den Randasymptotiken von f,u in
Termen von regularisierten Integralen iiber die Koeffizienten der Randasymptotiken
von fi.

4 Die Arbeiten [CGIKO], [CGK]

In diesen Arbeiten wird folgendes Optimierungsproblem untersucht:

Problem: Sei 2 C R™ ein beschréinktes Gebiet mit Lipschitz Rand. Fiir a > 0
und meBbares D C €2 betrachte den Operator

Pa,D - _A + XD,
wobei A den Laplace-Operator und xp die charakteristische Funktion von D be-
zeichnet. Sei Aq(a, D) der erste Eigenwert des Dirichletproblems fiir P, p.
Es bezeiche |D| das Volumen von D. Sei 0 < A < || gegeben.

Man untersuche, fiir welche Gebiete D mit |D| = A der Eigenwert \g(a, D)
seinen minimalen Wert annimmt.

Solche optimierenden Gebiete D nennen wir optimale Konfigurationen oder Losun-
gen; (u, D) heiit optimales Paar, falls D eine optimale Konfiguration und u eine
erste Eigenfunktion von P, p ist. w ist bis auf skalare Vielfache eindeutig durch D
bestimmt.

Wir erhalten Resultate zu folgenden Punkten:

Existenz, Regularitit und Eindeutigkeit,

Abhéngigkeit von den Parametern «;, A,

Symmetrieerhaltung und Symmetriebrechung,

Regularitéit des Randes einer optimalen Konfiguration,
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o Konvexitit,
e Zusammenhang,

e Relation mit einem Problem der optimalen Massenverteilung in einer Mem-
bran.

Es wiirde zu weit fithren, hier alle Resultate im Einzelnen zu erwéhnen. Daher
beschrédnken wir uns, nach einigen grundlegenden Ertrterungen, auf die zentralen
Themen Symmetrie und Regularitdt des Randes.

Zunéchst zeigen wir:

Theorem 4.1 (Theorem 1 in [CGIKO]) Fine optimale Konfiguration existiert.
Jedes optimale Paar (u, D) besitzt die folgenden Eigenschaften:

o Regularitit: u € CY2(Q) N H2(Q) fiir beliebiges § < 1.
o Niveaumengeneigenschaft: Es gibt ein t > 0, so dafs

D ={u<t} (15)

Hierbei identifizieren wir immer Mengen, die sich nur durch eine Nullmenge unter-
scheiden. Insbesondere kann man wegen (15) annehmen, dafl D abgeschlossen ist.

Die Frage der Eindeutigkeit ist weit komplizierter: Wir zeigen, daf fir Q = {z :
|z| < 1} eine eindeutige optimale Konfiguration existiert (bei beliebigen Werten der
Parameter «, A), wihrend es fiir gewisse andere Gebiete und gewisse Parameterwer-
te mehrere Losungen gibt. Beide Aussagen folgen aus Symmetriebetrachtungen: Die
Eindeutigkeit fiir den Ball folgt sofort aus dem folgenden Satz iiber Symmetrieer-
haltung bei Konvexitdt:

Theorem 4.2 (Theorem 4 in [CGIKO]) 2 sei symmetrisch und konvex beziiglich
einer Hyperebene, etwa {x; = 0}; d.h. fiir jedes ©’ = (xa,...,x,) sei die Menge

{z1: (z1,2") € Q}

entweder leer oder ein Intervall der Form (—c,c).

Dann gilt: Ist (u, D) ein optimales Paar, so sind u und D symmetrisch beziiglich
{z1 = 0}, das Komplement D¢ ist konvex beziiglich {x1 = 0}, und u ist monoton
fallend in xq fir x1 > 0.
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Auf der anderen Seite folgt Nicht-Eindeutigkeit aus Symmetriebrechung: Ist §2
etwa spiegelsymmetrisch, eine optimale Konfiguration D aber nicht, so ist auch die
Spiegelung von D eine optimale Konfiguration und von D verschieden. Wir zeigen
Symmetriebrechung in zwei Situationen: Fiir Ringgebiete und fiir Hantelgebiete.
Ringgebiete sind rotationssymmetrisch, Hantelgebiete sind symmetrisch bzgl. Spie-
gelung in den Koordinatenachsen:

Theorem 4.3 (Theorem 6 in [CGIKO]) Seien a@ > 0 und 6 € (0,1) gegeben.
Fiir b > 0 sei  der Kreisring der Dicke b,

W={rcR?: 1< |z| <1+b}.

Es gibt by = by(c,0) derart, daf$ fir b < by jede optimale Konfiguration mit Para-
metern o und A = §|S| nicht rotationssymmetrisch ist.

Siehe Figure 2(b) in [CGIKO].

Theorem 4.4 (Theorem 7 in [CGIKO]) Fiir h € (0,1) definiere das Hantelge-
biet mit Verbindungskanal der Breite 2h

Qh = Bl(—27 0) U ((—2, 2) X (—h, h)) U B1(2, 0),

wobei B,(p) = {x € R? : |z — p| < r} ist. Fir jedes a« > 0 und A € (0,27) gibt es
ein hg = ho(a, A) derart, daf$ fiir alle h < hg gilt:

(i) Jede optimale Konfiguration D ist unsymmetrisch beziiglich Reflektion an der
x9-Achse.

(ii) Falls A > 7, dann ist fiir jede optimale Konfiguration D das Komplement D¢
in einer der Hanteln B1(42,0) enthalten.

Siehe Figure 3 in [CGIKO]. Fiir die Beweise dieser beiden Sitze wird verwendet,
daB eine Losung (u, D) den Rayleigh-Quotienten

_ JolVuP tafpu

N Jou?

tiber alle v Z 0 und D mit |D| = A minimiert. Dann gilt es zu zeigen, daf} gewisse
unsymmetrische Test-Paare einen kleineren Wert R(u, D) haben als jede beliebige

R(u, D)

symmetrische Losung.

Numerische Berechnungen zeigen, dafl in beiden Sétzen die Kleinheit der Para-
meter (b bzw. h) wesentlich fiir die Symmetriebrechung ist: Fiir dicke Ringe oder
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Hanteln mit dicker Verbindung sind die (numerisch berechneten) Losungen symme-
trisch (siehe Figure 2 und 3 in [CGIKO]).

Wir wenden uns nun Fragen der Regularitit des ,freien Randes‘ zu. Der freie
Rand ist hierbei definiert als

F={u=t}

wobei t wie in (15) definiert ist. Man beachte, dal 0D C F, die umgekehrte Inklusion
aber a priori nicht klar ist.

Zunéchst kann man erwarten, dafl fiir gewisse Gebiete und gewisse Parameter-
werte Losungen D mit nicht-glattem Rand existieren: Variiert man zum Beispiel
die Dicke b eines Ringgebietes und betrachtet Losungen D = D(b) bei festem «
und § = A/|€|, so dndert sich geméf den (numerischen errechneten) Bildern Figure
2(a) und 2(b) in [CGIKO] der topologische Typ von D bei wachsendem b. Dies legt
nahe, daB fiir einen gewissen Ubergangswert b = b, der Rand keine glatte Kurve
ist, sondern etwa aus einer sich selbst kreuzenden Kurve besteht. Dies wurde in der
Tat in einer numerischen Rechnung von Imai und Ohnishi bestétigt. (Bei Annahme
geniigend reguldrer Abhingigkeit einer geeigneten Losung D(b) von b kénnte die
Existenz von by auch strikt bewiesen werden.)

Zunéchst haben wir positive Resultate, die hohe Regularitit in gewissen Situa-
tionen zeigen:

Theorem 4.5 (Theorem 8 in [CGK]) Sei (u, D) ein optimales Paar, v € F und
Vu(x) # 0. Dann ist F eine reell-analytische Hyperfliche nahe x und stimmt dort
mit 0D fdiberein.

Das Problem in dem Beweis besteht darin, daf§ das Potential xyp bei 0D unstetig
ist, also u dort nicht einmal C? Regularitit besitzt. Dafl die Niveaumenge {u = ¢}
dennoch lokal C* ist, zeigen wir durch Einfithrung geeigneter Koordinaten (mit u als
einer Koordinatenfunktion) und Analyse der resultierenden nichtlinearen elliptischen
Gleichung.

Mit Hilfe eines Storungsarguments und bekannter Figenschaften der ersten Dirichlet-
Eigenfunktion des Laplace-Operators erhalten wir daraus:

Theorem 4.6 (Theorem 9 in [CGIKO]) Q sei konvex und habe einen C* Rand.
Dann gibt es ag = (A, Q) derart, daf fir jede Losung D mit o < o der freie Rand
F eine konvexe und reell analytische Hyperflache ist und mit 0D tbereinstimmdt.

Das Problem, die singuldre Menge von F (d.h. die Menge der Punkte x € F mit
Vu(xz) = 0) im Allgemeinen zu beschreiben, ist sehr kompliziert. Unsere Resultate
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in dieser Richtung beruhen im Wesentlichen auf dem Hopfschen Lemma, das be-
sagt, dafl eine in einem Gebiet GG positive superharmonische Funktion, die an einem
Randpunkt zy € 0G verschwindet, dort positive Normalenableitung besitzt, falls ein
Ball B C G mit xg € 0B existiert.

Sei im Folgenden (u, D) ein optimales Paar fiir gegebene Daten 2, v, A, und sei
t wie in (15) bestimmt. Setze

Dt ={u>t}, D ={u<t}.

Sei A = A(«, A) der zugehorige Eigenwert.

Indem man das Hopfsche Lemma auf v — ¢ bzw. t —u in DT bzw. D~ anwendet,
erhélt man zunéchst:

Lemma 4.7 (Lemma 2 in [CGK]) (a) Sei xg € F. Euxistiert ein Ball B C D"
mit xo € OB, so gilt Vu(xg) # 0, d.h. F ist reell analytisch nahe x.

(b) Dieselbe Aussage gilt fiir D~ anstatt DV, falls o > A(«, A) ist.

Die Bedingung in (b) ist fiir grofie « erfiillt: Es gibt ein @g(A), so dal a > A(a, A)
genau dann gilt, wenn a > @q(A) ist (siehe Proposition 10 in [CGIKO]).

Damit folgt zum Beispiel, dal F keine ,Spitze‘ haben kann, die nach D" hin-
einzeigt, und fiir grofe o auch keine, die nach D~ hineinzeigt. Insbesondere mufl

F reguldre Punkte enthalten (man wéhle einen beliebigen Punkt = in D, dann ist
jeder zu x nichste Punkt von F regulér).

Lemma 4.7 ist eines der zentralen Hilfsmittel im Beweis unseres Hauptresultates
iiber die Regularitdt von F. Wir geben hier nur die wichtigste Aussagen von Theorem
9 und Proposition 2 aus [CGK] wieder, der Einfachheit halber fiir den Fall o >
A(a, A):

Theorem 4.8 (Theorem 9 und Proposition 2 in [CGK]) Definiere fir e > 0

K.={ze€Q:dist(z,F) =¢},
F.={z e F:dist(x,K.) =¢}

und

e=F\URr

e>0

(die exzeptionelle Menge). Es sei a > A(a, A). Dann gilt:

(i) & ist eine Gs-Menge.
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(ii) F\E ist eine reell-analytische Untermannigfaltigkeit von R™ und liegt dicht in
F.

Wir bemerken noch, daffl wir fiir ebene Gebiete vermuten, dafl die singulére
Menge von F endlich ist.



Weitere Literatur findet sich bei den einzelnen Arbeiten.
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