
Thermodynamik und Statistische Physik

Ein Begleittext

There is, essentially, only one problem in statistical thermodynamics:
the distribution of a given amount of energy E over N identical systems.

Erwin Schrödinger
(Statistical Thermodynamics, Chap. I, Cambridge University Press 1946)



Irrtum verlässt uns nie; doch ziehet ein höher Bedürfnis
Immer den strebenden Geist leise zur Wahrheit hinan.

Johann Wolfgang von Goethe:
Vier Jahreszeiten, Vers 52

Die vorliegende Fassung wurde zuletzt im Wintersemester 2017/18 überarbeitet.
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Statt eines Vorwortes

Dieses Skriptum entstand — vielmehr: es entsteht immer noch! — aus Vorlesungen über
Statistische Physik, die ich für Physikstudentinnen und -studenten an der Carl von Os-
sietzky Universität Oldenburg gehalten habe und halte. Es teilt die Unvollkommenheiten
vieler Vorlesungsmitschriften: Es ist unvollständig und deckt nicht den gesamten Lehrstoff
ab, den man mit seiner Überschrift verbinden kann; es ist unausgewogen und spiegelt in
seiner Stoffauswahl zu einem erheblichen Teil die Vorlieben des Dozenten wider; es ist
unverschämt, weil verschiedene Kapitel mehr oder weniger unverfroren aus den Werken
kundigerer Autoren abgeschrieben wurden; die Notation ist (noch) inkonsistent und wird
nicht im ganzen Skript einheitlich durchgehalten . . . kurz, man muss es nicht unbedingt
lesen.
Andererseits — und das mag seine Lektüre dann doch rechtfertigen — besitzt es viel-
leicht auch gute Seiten. Für die Hörer dieser Vorlesungen ist es sicher eine Beruhigung,
bei der Nacharbeitung nicht unbedingt auf eine hastig hingekritzelte Tafelabschrift an-
gewiesen zu sein, sondern wesentliche Gedankengänge und dazu nötige formale mathe-
matische Argumente sauber fixiert zu finden. In der Tat besteht eines der Ziele dieses
Skriptes darin, die Hörer zu ermutigen, während der Vorlesung nur noch wenig, vielleicht
sogar gar nichts mitzuschreiben und sich stattdessen voll auf die Sache selbst zu konzen-
trieren. Wer nicht verzweifelt versuchen muss, Kreidehieroglyphen vor ihrer drohenden
Auslöschung möglichst vollständig zu kopieren, kann eher dem roten Gedankenfaden fol-
gen, vielleicht sogar bemerken, dass dieser hier und da nicht völlig korrekt abgewickelt
wird und den Herrn Professor mit einer diesbezüglichen Frage in Verlegenheit bringen
— sollte ein solches Wechselspiel angestoßen werden können, gehörte e-learning bald der
Vergangenheit an. Allein schon diese Aussicht rechtfertigt den Aufwand.
Ein großer Reiz dieses Projektes besteht zudem darin, dass es — LATEX2ε sei Dank!
— fortlaufend verbessert werden kann. Die hier vorliegende Version ist wohl noch nicht
das Endprodukt — ich ärgere mich immer noch über das fehlerhafte Argument, das ich
blindlings aus dem Buch von . . . übernommen habe und das lediglich mit schwerem For-
melgeschütz eine logische Inkonsistenz zu übertönen trachet, und ich bin überzeugt, dass
selbst viele

”
einfache“ Zusammenhänge noch erheblich klarer ausgedrückt werden können

und daher auch müssen. Statistische Physik gilt als schwierig, aber vielleicht ist es rich-
tiger, sie als reich zu bezeichnen — sie spannt sehr weite gedankliche Bögen, benötigt
Eingaben aus sehr verschiedenen Teilgebieten der Physik und liefert Aussagen von beste-
chender Klarheit und Allgemeinheit. Es sind wohl nicht zuletzt dieses Reichsein und die
Notwendigkeit, sich auf mehreren Gedankenebenen zugleich zu bewegen und scheinbar
weit auseinanderliegende Einzeltatsachen richtig zusammenzufügen, die bei der erstma-
ligen Auseinandersetzung damit Unbehagen verursachen mögen. Man kann Statistische
Physik nicht lernen wie etwa eine Programmiersprache; man muss sich darauf einlassen.
Bei diesem Ringen um Einsicht kann eine klare Darstellung, selbst wenn sie subjektiv
vorgeprägt ist, wichtige Hilfestellung leisten.



iv

Allerdings kann das Lesen dieses Skriptes das Studium eines richtigen Lehrbuches zur
Statistischen Physik nicht ersetzen. Hier muss unbedingt auf den großartigen Band V des
Lehrbuches der Theoretischen Physik von Landau und Lifshitz hingewiesen werden: Wer
sich die Zeit nimmt, dieses Buch wirklich zu lesen, sich wirklich darauf einzulassen, wird
auch wirklich bereichert werden. Und wenn sich diese Bereicherung nicht sofort einstellen
will: Nicht verzagen. An dem Gedankengebäude der Statistischen Physik haben einige der
wahrhaft exzellenten Köpfe der Menschheitsgeschichte gezimmert, und selbst die haben
einige Zeit dafür benötigt.
Man wird die Statistische Physik schließlich kaum durch reines Literaturstudium erlernen
können; der selbständigen Auseinandersetzung mit Beispielproblemen — dem selbständi-
gen Lösen von Übungsaufgaben — kommt auch hier große Bedeutung zu. Das vorliegende
Skript kann wohl nur dann sinnvoll genutzt werden, wenn parallel zu seiner Lektüre die
darauf abgestimmten, wöchentlich ausgeteilten Übungsaufgaben bearbeitet werden; ei-
nige der Aussagen, zu deren Verdeutlichung die Übungen dienen, werden an zentralen
Stellen des Gedankenganges Verwendung finden. Leider werde ich diese Übungsaufgaben
erst nach meiner Pensionierung in den Text einweben können — ich hege den Verdacht,
dass ihr sie andernfalls einfach abschreiben würdet.
Statistische Physik ist eine intellektuelle Herausforderung; sich mit ihr zu beschäftigen
lohnt schon um ihrer selbst willen. Um noch einmal unseren Dichterfürsten zu Worte
kommen zu lassen:1

Was du ererbt von deinen Vätern hast,
Erwirb es, um es zu besitzen.

Trefflicher kann man es nicht ausdrücken. Aber man kann es noch ergänzen durch den
Wahlspruch David Hilberts, mit dem er seine auf Schallplatte festgehaltene Festrede bei
der Verleihung der Ehrenbürgerrechte Königsbergs im Jahre 1930 abschloss:2

Wir müssen wissen. Wir werden wissen.

1Johann Wolfgang von Goethe: Faust I, Vers 682f. Darf natürlich nicht fehlen!
2Dieses Lebensmotto, das sogar auf Hilberts Grabstein eingemeißelt ist, ist ganz offensichtlich eine

bewusste Abkehr von dem pessimistischen
”
Ignoramus et ignorabimus“ des Physiologen Emil Heinrich du

Bois-Reymond, der diese Worte erstmals 1872 in einem Vortrag
”
Über die Grenzen der Naturerkenntnis“

auf der Versammlung der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Ärzte (GDNÄ) in Leipzig geäußert
hatte.



v

Die Hauptsätze der Thermodynamik

Die folgende Zusammenstellung der Grundtatsachen der Gleichgewichts-Thermodynamik
soll lediglich der Erinnerung dienen. Während diese Hauptsätze im Rahmen der Thermo-
dynamik axiomatisch formuliert wurden, werden sie in der Statistischen Physik aus nur
wenigen Voraussetzungen erschlossen.

Nullter Hauptsatz

Für jedes thermodynamische System existiert eine skalare Zustandsgröße, die
Temperatur genannt wird. Die Gleichheit der Temperaturen zweier Systeme
ist eine notwendige Voraussetzung für deren thermisches Gleichgewicht. Zwei
Systeme, die sich im thermischen Gleichgewicht mit einem dritten System
befinden, sind auch untereinander im thermischen Gleichgewicht, haben also
die gleiche Temperatur.

Erster Hauptsatz

Jedes thermodynamische System besitzt eine für dasselbe charakteristische Zu-
standsgröße, die Energie. Bei Energiezufuhr von außen (in Form von mecha-
nischer oder anderer Arbeit oder Wärme) findet eine solche Zustandsände-
rung statt, dass die Summe der zugeführten Energien genau der Zunahme der
Systemenergie entspricht. Für ein isoliertes System gilt der Energieerhaltungs-
satz.

Zweiter Hauptsatz — Formulierung nach Clausius

Es gibt keine thermodynamische Zustandsänderung, deren einzige Wirkung
darin besteht, dass eine Wärmemenge einem kälteren Wärmespeicher entzogen
und an einen wärmeren abgegeben wird.

Zweiter Hauptsatz — Formulierung nach Kelvin und Planck

Es ist unmöglich, eine periodisch arbeitende Maschine zu konstruieren, die
weiter nichts bewirkt als Hebung einer Last und Abkühlung eines Wärme-
reservoirs.

Zweiter Hauptsatz — Formulierung nach Sommerfeld

Jedes thermodynamische System besitzt eine Zustandsgröße, Entropie genannt.
Man berechnet sie, indem man das System aus einem willkürlich gewählten
Anfangszustand in den jeweiligen Zustand des Systems durch eine Folge von
Gleichgewichtszuständen überführt, die hierbei schrittweise zugeführte Wärme
dQ bestimmt, letztere durch die erst bei dieser Gelegenheit zu definierende

”
absolute Temperatur“ T dividiert und sämtliche Quotienten summiert.

Bei den wirklichen (nicht ideellen) Vorgängen nimmt die Entropie eines nach
außen isolierten Systems zu.
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Dritter Hauptsatz

Die Entropie eines ungemischten kondensierten Stoffes im thermodynamischen
Gleichgewicht ist am absoluten Nullpunkt eine universelle Konstante, die Null
ist.
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I Semiklassische Statistische Mechanik

Makroskopische Stoffportionen bestehen stets aus einer sehr großen Anzahl von Teilchen:
So besteht 1 mol eines idealen Gases (entsprechend einem Volumen von 22.413 962 ℓ
bei Normbedingungen) aus NA = 6.022 141 · 1023 Atomen oder Molekülen. Wenn man
diese Teilchen klassisch auffasst und im Sinne der Hamiltonschen Mechanik behandeln
will, dann ist es weder sinnvoll noch überhaupt möglich, den

”
Mikrozustand“ des Gases,

also die Gesamtheit aller Teilchenorte und -impulse zu irgendeinem Zeitpunkt anzugeben:
Weder kann man die benötigten Anfangswerte messen oder speichern, noch könnte man
sie numerisch verarbeiten.
Stattdessen wird ein makroskopisches System trotz seiner immensen Zahl von Freiheits-
graden durch nur wenige Zustandsvariablen wie etwa seine Temperatur T , seinen Druck p
oder sein Volumen V beschrieben. Diese Größen sind nicht alle unabhängig voneinander,
sondern werden durch Zustandsgleichungen miteinander verbunden. Das bekannte Gesetz
für ideale Gase, νRT = pV , ist ein Beispiel dafür. Die theoretische Beschreibung eines
solchen makroskopischen Systems kann auf zwei verschiedenen Ebenen ansetzen:

• Thermodynamik ist eine allgemeine Theorie makroskopischer Systeme, ihrer Be-
schreibung durch Zustandsvariablen und der möglichen Zustandsänderungen. Sie
geht aus von Erfahrungstatsachen, den sogenannten Hauptsätzen, die als Axiome
vorangestellt werden.

• Statistische Mechanik geht dagegen über die phänomenologische Ebene hinaus und
untersucht auch die den Makrosystemen entsprechenden Mikrosysteme; ihre Auf-
gabe ist insbesondere die Berechnung makroskopischer Systemeigenschaften aus den
Eigenschaften der mikroskopischen Konstituenten.

I.1 Das mikrokanonische Ensemble

Unter einem thermodynamischen System versteht man einen eigenständigen, hinreichend
großen Teil des Universums, der theoretisch — also durch Angabe einer im Prinzip auch
praktisch umsetzbaren Vorschrift — vom

”
Rest der Welt“ abgetrennt werden kann. Ein

in der Thermodynamik häufig herangezogenes Beispiel dafür ist eine Gasportion, die in
einem Zylinder eingesperrt ist und durch ihre Expansion einen Kolben bewegen kann.
Zur vollständigen Beschreibung eines solchen Systems gehört inbesondere auch die An-
gabe der Randbedingungen, also etwa die Information darüber, ob das System thermisch
isoliert ist oder ob es Wärme mit seiner Umgebung austauschen kann. Die Gesamtheit
der Einwirkungen von außen, denen das System unterliegt, bildet den

”
Einfluss seiner

Umgebung“. Im Hinblick darauf werden nun drei Fälle unterschieden: Ein System heißt1

• isoliert, wenn es weder Materie noch Energie mit seiner Umgebung austauscht;

1Die hier benutzte Dreiteilung erfolgt zur Vorbereitung des mikrokanonischen, des kanonischen und
des großkanonischen Ensembles, ist aber in der Literatur nicht durchweg üblich. Von vielen Autoren wird
ein System als offen bezeichnet, wenn es in irgendeiner Weise mit seiner Umgebung wechselwirkt, sonst
als abgeschlossen.
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• abgeschlossen, wenn es keine Materie mit seiner Umgebung austauscht;

• offen, sonst.

Auf der makroskopischen Ebene wird der Zustand, in dem sich ein System befindet, durch
die Angabe von geeigneten Zustandsvariablen beschrieben. Eine solche Zustandsgröße
heißt extensiv , wenn sie der Systemgröße proportional ist, wie etwa das Volumen V , die
Energie E, oder die Teilchenzahl N ; wenn sie dagegen von der Systemgröße unabhängig
ist, wie etwa der Druck p, die Temperatur T oder die Dichte ρ, heißt sie intensiv .
Die Erfahrung lehrt, dass im Allgemeinen jedes System, dessen Wechselwirkung mit
seiner Umgebung ausgeschaltet wird, nach Ablauf einer gewissen Relaxationszeit einen
Gleichgewichtszustand erreicht, den es spontan nicht mehr verlässt. Ein solcher Gleichge-
wichtszustand wird schon durch eine sehr kleine Zahl von unabhängigen Zustandsgrößen
festgelegt, wogegen zur genauen Spezifizierung eines Nicht-Gleichgewichtszustandes eine
erheblich größere Zahl von Variablen benötigt würde. In diesem Sinne ist ein Gleichge-
wichtszustand durch seine besondere Informationsarmut ausgezeichnet. In der vorliegen-
den Einführung in die Statistische Physik wird, abgesehen von einigen grundlegenden
Überlegungen im folgenden Abschnitt I.2, ausschließlich

”
Gleichgewichtsstatistik“ behan-

delt werden, so dass nur Gleichgewichtszustände beschrieben werden können; in diesem
Fall sind alle Zustandsvariablen zeitunabhängig.
In diesem ersten Kapitel soll nun versucht werden, makroskopische Systeme, also Systeme
mit 1023 oder mehr Freiheitsgraden, auf der Grundlage der klassischen Mechanik zu be-
schreiben. Tatsächlich wird sich später zeigen, dass typische quantenmechanische Effekte
in Gasen bei Normaldruck und nicht zu tiefen Temperaturen praktisch vernachlässigbar
sind; ein genaues Kriterium für die Gültigkeit der resultierenden klassischen Statistik (so-
wie die

”
Quantenstatistik“, die benötigt wird, wenn dieses Kriterium nicht erfüllt ist!)

wird im zweiten Kapitel entwickelt werden. Trotzdem wird dieser Versuch nicht ganz
gelingen; auch die nun zu formulierende

”
klassische“ Statistik wird nicht ganz ohne ~

auskommen und soll daher richtiger als semiklassisch bezeichnet werden.
Es wird also nun ein Gas betrachtet, das aus N ≫ 1 Teilchen besteht; diese Teilchen wer-
den als klassische Massenpunkte aufgefasst. Ein instantaner Mikrozustand dieses Systems
entspricht dann einem Punkt (p, q) in einem 6N -dimensionalen Phasenraum Γ, der von
allen Orten und Impulsen aufgespannt wird:

(p, q) = (~p1, . . . , ~pN , ~r1, . . . , ~rN) . (I.1.1)

Das Verhalten des Systems im Laufe der Zeit, also seine Phasenraumtrajektorie, die sich
aus diesem Anfangswert heraus entwickelt, kann

”
im Prinzip“ berechnet werden, wenn

die Hamilton-Funktion H(p, q) bekannt ist.2 Ein solches Vorgehen ist jedoch für die sehr
großen N , die hier von Interesse sind, nicht praktikabel. Statt eine Systemtrajektorie im
Phasenraum in der Zeit zu verfolgen, macht die Statistische Physik daher Wahrschein-
lichkeitsaussagen über den vorliegenden Mikrozustand: Ein Makrozustand des Gases, der

2Wirklich? Um diese Rechnung durchzuführen, brauchte man eine Maschine, die die Anfangswerte mit
beliebiger Genauigkeit speichern und verarbeiten könnte. Es spricht daher viel für den Standpunkt, dass
schon die Lösung des klassischen Anfangswertproblems sogar

”
im Prinzip“ unmöglich ist.
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durch makroskopische Zustandsvariablen wie Druck p, Temperatur T und Volumen V
spezifiziert wird, kann offensichtlich durch eine sehr große Zahl von Mikrozuständen, also
durch sehr viele Phasenraumpunkte (p, q) realisiert werden. Könnte man für einen gege-
benen Makrozustand den Mikrozustand tatsächlich genau messen, so fiele das Resultat
(bei stets gleichem Makrozustand!) von Messung zu Messung anders aus. Repräsentiert
man die Gesamtheit aller Mikrozustände, die mit dem vorliegenden Makrozustand ver-
träglich (kompatibel) sind, durch die zugehörigen Phasenraumpunkte (p, q), entsteht ei-
ne

”
Punktwolke“ im Phasenraum. Man betrachtet dann anstelle des einen, tatsächlich

vorhandenen Systems eine sehr große Zahl makroskopisch identischer Kopien dieses Sys-
tems, die seine verschiedenen mikroskopischen Realisierungsmöglichkeiten widerspiegeln.
Das Ergebnis einer solchen Gedankenkonstruktion, also eine große Zahl von Kopien des
Ausgangssystems, die in repräsentativer Weise der Gesamtheit seiner Mikrozustände ent-
sprechen, bezeichnet man als statistische Gesamtheit oder statistisches Ensemble.
Die mathematische Präzisierung der Idee der Punktwolke führt nun zu einer Wahrschein-
lichkeitsdichte im Phasenraum: Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass der Mikrozustand
(Phasenraumpunkt) zu einem Zeitpunkt t0 im Volumenelement d3Np d3Nq um (p, q) an-
getroffen wird, besitzt die Form

dw(p, q) = ̺(p, q) d3Np d3Nq . (I.1.2)

Die hier auftauchende Wahrscheinlichkeitsdichte ̺(p, q) wird auch als Verteilungsfunktion
bezeichnet; sie entspricht der lokalen Dichte der Punkte in der Wolke. Eine physikalisch
sinnvolle Verteilungsfunktion muss die folgenden drei Eigenschaften besitzen:

1. Sie muss normiert sein, so dass
∫
̺(p, q) d3Np d3Nq = 1 , (I.1.3)

denn irgendwo im Phasenraum muss der Mikrozustand des betrachteten Systems ja
angetroffen werden.

2. Eine Verteilungsfunktion bestimmt den Erwartungswert für das Ergebnis der Mes-
sung einer klassischen Observablen A(p, q) gemäß

〈A〉 =

∫
A(p, q) ̺(p, q) d3Np d3Nq ; (I.1.4)

für einen Gleichgewichtszustand, für den ̺(p, q) nicht mehr von der Zeit abhängt,
ist auch 〈A〉 zeitunabhängig.

3. Ein Nicht-Gleichgewichtszustand wird beschrieben durch eine explizit zeitabhängi-
ge Verteilungsfunktion ̺(p, q, t); diese gehorcht der aus der Mechanik bekannten
Liouville-Gleichung

d

dt
̺ =

∂

∂t
̺+

3N∑

j=1

(
∂H

∂pj

∂̺

∂qj
− ∂H

∂qj

∂̺

∂pj

)
≡ ∂

∂t
̺+ {H, ̺} = 0 . (I.1.5)

Im Gleichgewicht ist ∂̺/∂t = 0 und daher auch {H, ̺} = 0: Die Verteilungsfunkti-
on ̺ eines Gleichgewichtszustandes vertauscht mit H , ist also eine Erhaltungsgröße.
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Die erste Eigenschaft legt die übliche Normierung einer jeden Wahrscheinlichkeitsdichte
fest, entspricht also lediglich einer mathematischen Konvention. Die zweite Eigenschaft
beinhaltet dagegen einen physikalischen Grundgedanken der Ensemble-Konstruktion: Die
Messung einer Observablen an einem

”
großen“ System kann nicht instantan erfolgen,

sondern benötigt eine gewisse Zeit; während dieser Zeit entwickelt sich die Phasenraum-
trajektorie des Systems.

”
Eigentlich“ benötigt man daher zur Bestimmung des Erwar-

tungswertes ein Zeitmittel 〈A〉t für das Verhalten eines einzigen Systems, berechnet aber
stattdessen ein Ensemblemittel 〈A〉Ens. ≡ 〈A〉, indem man bei festem Zeitpunkt t0 über ei-
ne

”
Schar“ makroskopisch identischer Systeme mittelt. Man geht hier also implizit von der

Annahme aus, dass die zeitlich nacheinander durchlaufenen Zustände des einen Systems,
an dem die Messung vorgenommen wird, in der Schar der Ensemblemitglieder gleichzeitig
in repräsentativer Weise vorhanden sind. Diese Annahme, die häufig in der prägnanten
Form

”
Zeitmittel = Scharmittel“

ausgedrückt wird, bildet den Inhalt der Ergodenhypothese; ein System, das diese Eigen-
schaft besitzt, wird ergodisch genannt. Die dritte Eigenschaft ist eine Konsequenz der In-
varianz des Phasenraumvolumens unter der Zeitentwicklung als einer kanonischen Trans-
formation; sie bedeutet, dass die Dichte der Punktwolke in der Umgebung eines beliebi-
gen, mit dem Hamiltonschen Fluss durch den Phasenraum wandernden Punktes konstant
bleibt. Die Charakterisierung des Gleichgewichtes durch das Verschwinden der Poisson-
klammer {H, ̺} deutet an, dass die Verteilungsfunktion im Gleichgewicht eine Funktion
der Energie sein wird:

̺(p, q) = f
(
H(p, q)

)
. (I.1.6)

Um nun diese Verteilungsfunktion ̺(p, q) des betrachteten Gases auch konkret angeben
zu können, muss das statistische Ensemble noch genauer spezifiziert werden, indem die
physikalischen Randbedingungen festgelegt werden. Den gedanklich (aber nicht unbedingt
auch mathematisch!) einfachsten Fall bildet ein isoliertes System, dessen Energie E, Vo-
lumen V und Teilchenzahl N wegen der Isolierung im Laufe der Zeit konstant bleiben;
diese Eigenschaft überträgt sich auf alle Ensemblemitglieder. Ein solches Ensemble, dessen
Mitglieder die Gesamtheit aller Mikrozustände repräsentieren, die mit den vorgegebenen
Werten der Kenngrößen E, V , N des Makrozustandes verträglich sind, heißt mikrokano-
nisches Ensemble.
In einem formalen Sinn liegen also die mikrokanonisch zulässigen Phasenraumpunkte auf
der

”
Energiemannigfaltigkeit“ M = {(p, q) |H(p, q) = E}. Sofern es keinen besonderen

Grund gibt, einzelne Punkte oder Bereiche auf dieser Mannigfaltigkeit vor anderen aus-
zuzeichnen, sollten alle Punkte darauf die gleiche a priori-Wahrscheinlichkeit besitzen:
̺(p, q) sollte auf der Energiemannigfaltigkeit M überall den gleichen Wert annehmen und

”
außerhalb“ davon verschwinden.

Allerdings muss diese Prinzipskizze noch mit mehr physikalischer Substanz versehen wer-
den. Denn die Gleichung H(p, q) = E definiert zunächst nur eine (6N − 1)-dimensionale
Hyperfläche im 6N -dimensionalen Phasenraum Γ. Eine solche Fläche besitzt jedoch das
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Volumenmaß Null, wird also von einem zufällig in den Phasenraum eingestreuten Punkt
nur mit der Wahrscheinlichkeit Null getroffen. Andererseits ist es — auch theoretisch,
also

”
im Prinzip“! — nicht möglich, die Energie E eines N -Teilchen-Systems im Sinne

einer mathematischen Identität vollkommen exakt festzulegen: Wenn das mikrokanoni-
sche Ensemble physikalischen Sinn erhalten soll, dann kann die Festlegung seiner Energie
nur innerhalb einer gewissen Unschärfe ∆E erfolgen, die etwa durch die bestmögliche
erzielbare Messgenauigkeit gegeben werden könnte. Aus diesem Grund ordnet man den
erlaubten Mikrozuständen im mikrokanonischen Ensemble anstelle der Hyperfläche M
eine

”
Energieschale“ S∆E mit einer nicht näher spezifizierten Dicke ∆E zu:

S∆E = {(p, q) |E − ∆E ≤ H(p, q) ≤ E} . (I.1.7)

Die mikrokanonische Verteilungsfunktion für das Gleichgewicht, die das Postulat der glei-
chen a priori-Wahrscheinlichkeit für alle zulässigen Mikrozustände ausdrückt, hat dann
die einfache Form

̺m.E.(p, q) =

{
C für E − ∆E ≤ H(p, q) ≤ E
0 sonst

, (I.1.8)

wobei die Konstante C sofort aus der Normierung folgt:
∫
̺m.E.(p, q) d3Np d3Nq = C

∫

E−∆E≤H(p,q)≤E

d3Np d3Nq

≡ C Ω̃∆E

= 1 , (I.1.9)

also C = 1/Ω̃∆E, wobei Ω̃∆E das Phasenraumvolumen der Energieschale bezeichnet, die
durch die Mikrozustände mit einer Energie zwischen E − ∆E und E ausgefüllt wird.
Diese Konstruktion ist jedoch nur dann wirklich brauchbar, wenn die als Hilfsgröße ein-
geführte

”
Schalendicke“ ∆E keinen wesentlichen Einfluss auf das Maß Ω̃∆E der Schale

hat, so dass insbesondere die mit der Verteilungsfunktion (I.1.8) berechneten Erwar-
tungswerte (I.1.4) nicht wesentlich von dieser Hilfsgröße abhängen. Die Tatsache, dass
diese Forderung tatsächlich erfüllt wird, wird dadurch bedingt, dass die Energieschale
sehr hochdimensional ist, also dadurch, dass die Teilchenzahl N makroskopisch groß ist.
Dieses für das Weitere sehr wichtige Argument wird bereits durch das folgende einfache
Beispiel verdeutlicht:

Beispiel: Das Phasenraumvolumen für ein klassisches ideales Gas

Ein ideales (nichtwechselwirkendes) Gas von N Punktteilchen der Masse m sei in einem
Volumen V eingesperrt. Dann lautet die Hamilton-Funktion

H(p, q) =
N∑

i=1

~p 2
i

2m
+WV (~r1, . . . , ~rN) , (I.1.10)

wobei das
”
Einschlusspotential“ WV (~r1, . . . , ~rN) formal die Einschränkung auf das Volu-

men V beschreiben soll: Es verschwindet, wenn alle Teilchenkoordinaten im Innern von V



I.1 Das mikrokanonische Ensemble 14

liegen, und wird sehr groß, wenn eine der Teilchenkoordinaten den Rand von V erreicht.
Damit ist

Ω̃∆E =

∫

E−∆E≤H(p,q)≤E

d3Nr d3Np

= V N

∫

2m(E−∆E)≤P

~p 2

i ≤2mE

d3Np

≡ V Nf∆E(E) , (I.1.11)

wobei f∆E(E) das Volumen einer 3N -dimensionalen Kugelschale mit Außenradius
√

2mE
und Innenradius

√
2m(E − ∆E) angibt.

Nun wird das Volumen einer Kugel vom Radius R in d Raumdimensionen gegeben durch

Vd(R) = α(d)Rd , (I.1.12)

wobei α(d) das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet (Übungsaufgabe! ):

α(d) =
πd/2

Γ
(

d
2

+ 1
) . (I.1.13)

(Probe: Für d = 3 erhält man daraus

V3(R) =
π3/2

Γ
(

3
2

+ 1
)R3 =

π3/2

3
2
· 1

2
· π1/2

R3 =
4π

3
R3 ,

wie es sein muss.) Das Volumen einer Kugelschale mit den Radien R und R−δR ist daher

Vd(R) − Vd(R− δR) = α(d)
[
Rd − (R− δR)d

]

= α(d)Rd

[
1 −

(
1 − δR

R

)d
]
. (I.1.14)

Nun kommt die Hochdimensionalität ins Spiel: Man hat
(

1 − δR

R

)d

= ed ln(1−δR/R)

≈ e−d δR/R −→ 0 (I.1.15)

für d → ∞ bei festgehaltener relativer Dicke δR/R. Für sehr hochdimensionale Kugeln,
also für d ≫ (δR/R)−1, ist daher praktisch das gesamte Volumen in der äußersten Scha-
le mit der Dicke δR konzentriert. Ist etwa δR/R = 10−6 und d = 1023, findet man
(1 − δR/R)d ≈ exp (−1017) ! Damit stimmt das Volumen der Kugelschale der Dicke δR
praktisch mit dem Volumen der Vollkugel mit gleichem Außenradius R überein.
Daher erhält man nun für

”
thermodynamisch große N“ in sehr guter Näherung

f∆E(E) = α(3N)
√

2mE
3N

=
π3N/2

Γ
(

3N
2

+ 1
) (2mE)3N/2 , (I.1.16)
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und das Volumen des Teiles des Phasenraums Γ, der für ein mikrokanonisches ideales N -
Teilchen-Gas in einem Behälter mit dem Volumen V bei der Gesamtenergie E zugänglich
(akzessibel) ist, wird faktisch von der Schalendicke ∆E unabhängig:

Ω̃∆E(E, V,N) ≡ Ω̃(E, V,N)

=
π3N/2

Γ
(

3N
2

+ 1
) V N (2mE)3N/2

= const. V NE3N/2 . (I.1.17)

Man beachte, dass das Kriterium, das die Quasi-Exaktheit dieser Näherung garantiert,
nämlich N ≫ (∆E/E)−1, in allen typischen Fällen völlig unkritisch ist, jedoch nicht
erlaubt, auch den Grenzfall E → 0 zu betrachten.

Die geometrische Eigenschaft hochdimensionaler Körper, die für dieses spezielle Beispiel
herausgearbeitet wurde, soll noch einmal in allgemeiner Form festgehalten werden:

Bei der Berechnung hochdimensionaler Phasenraumvolumina darf die mikro-
kanonische Energieschale durch denjenigen Vollkörper ersetzt werden, der die
gleichen Außenabmessungen besitzt wie die Schale.

”
Je mehr Phasenraum“ ein Makrozustand zur Verfügung hat, umso wahrscheinlicher wird

sein Auftreten sein. Um diese intuitiv einleuchtende Vermutung zu präzisieren, benötigt
man nun eine Aussage darüber, wieviele Mikrozustände in die mikrokanonische Energie-
schale

”
passen“.

Im Rahmen der klassischen Hamiltonschen Mechanik sind Mikrozustände beliebiger Ener-
gie möglich. In der übergeordneten Theorie, der Quantenmechanik, treten dagegen diskrete
Mikrozustände auf, selbst wenn davon in einem Gas unter Normalbedingungen (d.h. bei
nicht zu tiefer Temperatur und nicht zu hohem Druck) nichts mehr zu spüren ist. Mit
einem zweifachen Vorgriff auf die Quantenmechanik kann man nun aus dem Phasenraum-
volumen Ω̃(E, V,N), das für einen durch E, V,N beschriebenen Makrozustand zugänglich
ist, auf die Zahl der zugehörigen (Quanten-)Mikrozustände schließen. Der erste Vorgriff
betrifft das Volumen, das einem einzigen Zustand entspricht:

Bei hinreichend hoher Energie
”
belegt“ jeder Eigenzustand eines quanten-

mechanischen Systems mit f Freiheitsgraden im korrespondierenden klassi-
schen Phasenraum ein Volumen der Größe hf = (2π~)f .

Für ein Gas aus N unterscheidbaren Punktteilchen wird somit der Phasenraum Γ in
”
Zel-

len“ der Größe h3N unterteilt; jede Zelle entspricht einem Mikrozustand. Die überaus be-
merkenswerte Implikation, dass die Zellengröße zustands- und sogar systemunabhängig ist,
wird im Allgemeinen erst im

”
semiklassischen“ Bereich großer Quantenzahlen (asympto-

tisch) richtig; wenn sie im folgenden benutzt wird, wird dadurch der Gültigkeitsbereich der
Schlussfolgerungen auf hinreichend hohe Energien (bzw. Temperaturen) eingeschränkt.
Für f = 1 folgt die obige Aussage sofort aus der Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsregel ,
mit deren Hilfe schon in der

”
alten“ Quantenmechanik (also noch vor der Formulierung

der Schrödinger-Gleichung) Energien quantenmechanischer Zustände näherungsweise be-
rechnet werden konnten:
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• Ein quantenmechanisches System mit einem Freiheitsgrad lässt
”
in semiklassischer

Näherung“ nur Zustände mit denjenigen Energien En zu, für die das klassische
Wirkungsintegral

I =
1

2π

∮
p dq

einen der Werte ~(n + γn/4) annimmt, wobei n = 0, 1, 2, 3 . . . die
”
Quantenzahl“

bezeichnet und γn eine kleine ganze Zahl ist.3

Demnach unterscheiden sich die Flächen
∮
p dq, die von den durch diese Quantisierungs-

regel ausgewählten Trajektoren für Zustände mit den Quantenzahlen n und n + 1 in
der Phasenebene umschlossen werden, gerade um 2π~, sofern γn fest bleibt; daher ist
diese Fläche 2π~ einem einzigen Zustand zuzuordnen. Auch diese semiklassische Quanti-
sierungsregel wird im Allgemeinen erst für große n asymptotisch exakt; nur für einige be-
sonders einfache Systeme, wie den harmonischen Oszillator, sagt sie sogar für kleine Quan-
tenzahlen genau die tatsächlichen quantenmechanischen Eigenwerte voraus. (Übungs-
aufgabe! )
Während die Einteilung des Phasenraums in (Zustands-)Zellen asymptotisch konstanten
Volumens schon für Einteilchen-Systeme auftritt, erzwingen die in der Statistischen Phy-
sik betrachteten Vielteilchen-Systeme darüber hinaus die Berücksichtigung einer weiteren
fundamentalen Tatsache, die die Quantenmechanik von der klassischen Physik unterschei-
det:

N-Teilchen-Konfigurationen, die sich nur durch eine Permutation identischer
Teilchen unterscheiden, sind im Rahmen der semiklassischen Statistik nicht
voneinander verschieden.

Hier wird die prinzipielle Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen antizipiert: In der
klassischen Mechanik kann man auch Teilchen unterscheiden, die sich in allen Eigenschaf-
ten gleichen, etwa indem man ihnen zu einem festen Zeitpunkt eine Nummer zuordnet
und dann ihre Trajektorien im Laufe der Zeit verfolgt. Eine solche Numerierbarkeit der
Teilchen ist bereits Voraussetzung für die Angabe der Phasenraumpunkte (I.1.1). In der
Quantenmechanik ist das radikal anders: Wenn sich zwei Teilchen in allen Eigenschaften
gleichen, wie etwa zwei Elektronen, so können sie nur solange voneinander unterschieden
werden, wie ihre Wellenfunktionen nicht überlappen. Wenn dagegen zwei identische quan-
tenmechanische Teilchen aneinander gestreut werden, ist es prinzipiell unmöglich, eines
der beiden auslaufenden Teilchen mit einem der einlaufenden zu identifizieren — nicht,
weil keine geeigneten Apparate zur Beobachtung des Streuprozesses zur Verfügung stehen,
sondern weil die für eine Unterscheidung der beiden Teilchen notwendige Information nicht
existiert, ebensowenig wie die

”
Welcher-Weg“-Information im Doppelspaltexperiment. Ei-

ne Vertauschung identischer Quantenteilchen liefert daher keinen neuen Zustand. Warum

3Diese ganze Zahl γn wird als Maslov-Index oder auch als Morse-Index bezeichnet. Sie kann als
Anzahl der

”
weichen“ Umkehrpunkte der klassischen Bewegung interpretiert werden: So gilt γn = 0 für

eine Kreisbewegung, und γn = 2 für alle Zustände eines harmonischen Oszillators. Mehr darüber findet
man bei M. C. Gutzwiller: Chaos in Classical and Quantum Mechanics (Springer, New York, 1991).
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diesem Sachverhalt sogar schon in der
”
klassischen“ statistischen Mechanik Rechnung ge-

tragen werden muss , obwohl er sich im Rahmen einer klassischen Theorie nicht weiter
begründen lässt, wird später deutlich werden.
Mit diesen beiden Vorgriffen auf die Quantenmechanik kann nun aus dem geometrischen
Volumen Ω̃(E, V,N) des zugänglichen Teiles des Phasenraumes für ein System aus N
identischen Punktteilchen, das bei vorgegebener, fester Energie E ein Volumen V ein-
nimmt, die Zahl Ω(E, V,N) der zugehörigen Mikrozustände abgeschätzt werden: Da die

N Teilchen 3N Freiheitsgrade besitzen, muss zunächst das Volumen Ω̃(E, V,N) durch das
Volumen (2π~)3N der einem einzigen Zustand zukommenden Phasenraumzelle dividiert
werden. Weiterhin erfordert die vorausgesetzte Ununterscheidbarkeit der Teilchen die Di-
vision des derart normierten, nunmehr dimensionslosen Phasenraumvolumens durch die
Zahl der Permutationen dieser N Teilchen, also durch N ! Damit wird schließlich

Ω(E, V,N) ≡ 1

(2π~)3NN !
Ω̃(E, V,N)

=
1

(2π~)3NN !

∫

H(p,q)≤E

d3Np d3Nq (I.1.18)

interpretiert als die
”
Anzahl der akzessiblen Mikrozustände“ für ein isoliertes System aus

N ununterscheidbaren Teilchen, das die Gesamtenergie E besitzt und das Volumen V
einnimmt.

I.2 Die Entropie

Die nun einzuführenden allgemeinen Konzepte sind keineswegs auf Hamiltonsche Systeme
in hochdimensionalen Phasenräumen beschränkt, sondern bewähren sich auch in sehr
vielen anderen Zusammenhängen, die einer statistischen Beschreibung bedürfen. Sie sollen
daher vor ihrer Anwendung speziell auf die Statistische Physik an einem Modellbeispiel
verdeutlicht werden, das mehrfach aufgegriffen werden wird.

Beispiel: Das Zwei-Urnen-Modell — Akzessible und kompatible Mikrozustände

N schwarze und N weiße Kugeln, an denen jeweils mittels einer kleinen Markierung eine
der Nummern von 1 bis N angebracht worden ist, werden zufällig auf zwei nebeneinander-
stehende Glasurnen verteilt, so dass sich schließlich in jeder Urne genau N Kugeln befin-
den. Nach Beendigung des Verteilungsvorgangs wird ein

”
Makrozustand“ dieses Systems

durch die Angabe der Zahl der schwarzen Kugeln in der linken Urne charakterisiert; diese
Zahl legt auch die Zahl der schwarzen Kugeln in der anderen Urne sowie die Zahl der wei-
ßen Kugeln in beiden Urnen fest. Das entspricht dem Kenntnisstand eines weit entfernten
Beobachters, der zwar sieht, wieviele schwarze bzw. weiße Kugeln in den einzelnen Urnen
liegen, der jedoch die Nummern auf den Kugeln nicht erkennen kann. Ein

”
Mikrozustand“

ist dagegen erst dann vollständig spezifiziert, wenn angegeben wird, welche schwarzen und
welche weißen Kugeln die linke Urne enthält. Befinden sich k schwarze Kugeln in der lin-
ken Urne, so gibt es

(
N
k

)
Möglichkeiten, um diese k Kugeln aus den insgesamt N schwarzen

Kugeln auszuwählen, und weiterhin
(

N
N−k

)
Möglichkeiten, um die N − k weißen Kugeln,
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die ebenfalls in die linke Urne gefallen sind, aus den N weißen Kugeln zu
”
ziehen“. Die

Anzahl der Realisierungsmöglichkeiten für einen Makrozustand mit k schwarzen Kugeln
in der linken Urne ist daher

Ω(k) =

(
N

k

)(
N

N − k

)
=

[
N !

k! (N − k)!

]2

. (I.2.1)

Diese Ω(k) Mikrozustände sind die mit dem beobachteten, durch die Zahl k charakteri-
sierten Makrozustand kompatiblen Zustände. Es hätte sich allerdings bei dem zufälligen
Verteilungsprozess jeder Wert von k zwischen 0 und N einstellen können; die Zahl der
prinzipiell akzessiblen Mikrozustände beträgt daher4

Ωall =
N∑

k=0

Ω(k) =
N∑

k=0

(
N

k

)2

=

(
2N

N

)
. (I.2.2)

Es lohnt sich, an dieser Stelle die Parallelen zum vorherigen Abschnitt festzuhalten: Dem
Phasenraum Γ entspricht hier die Menge aller kombinatorisch möglichen, also akzessi-
blen Konfigurationen K, die sich ergeben, wenn eine beliebige Zahl k = 0, 1, 2, . . . , N
schwarzer Kugeln in die linke Urne fällt; den statistisch-mechanischen Zuständen in einer
Energieschale mit vorgegebenen Werten der Erhaltungsgrößen (E, V,N) entsprechen dann
diejenigen Ω(k) Konfigurationen, die mit der tatsächlich vorgefundenen Zahl k kompatibel
sind. Da auch in diesem Modell alle mit dem Makrozustand kompatiblen Konfigurationen
die gleiche a priori-Wahrscheinlichkeit für ihr Auftreten tragen sollen, ist das Analogon
der mikrokanonischen Verteilungsfunktion (I.1.8) nun

̺(K) =

{
1/Ω(k) , sofern K links k schwarze Kugeln aufweist;
0 , sonst.

(I.2.3)

Aufgrund der Zufälligkeit des Verteilungsprozesses wird sich mit großer Wahrscheinlichkeit
ein Wert von k einstellen, der relativ viele Realisierungsmöglichkeiten besitzt, für den
also Ω(k) nahe bei seinem Maximum liegt. Da der Binomialkoeffizient

(
N
k

)
=
(

N
N−k

)
für

4Diese Summe kann leicht mit Hilfe der bekannten binomischen Formel

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k

ausgewertet werden, indem man zwei verschiedene Ausdrücke für (a + b)2n vergleicht: Einerseits den-
jenigen, der sich aus dieser Formel durch Ersetzung von n durch 2n ergibt; andererseits denjenigen, den
man durch Multiplikation der rechten Seite mit sich selbst erhält. Koeffizientenvergleich liefert dann die
Identität

(
2n

k

)
=

k∑

ℓ=0

(
n

ℓ

)(
n

k − ℓ

)
;

daraus ergibt sich für k = n die Behauptung. Gl. (I.2.2) ist jedoch schon aus kombinatorischen Gründen
offensichtlich:

(
2N
N

)
ist die Gesamtzahl der Möglichkeiten, um die N nach links fallenden Kugeln ohne

Betrachtung ihrer Farbe aus den vorhandenen 2N Kugeln auszuwählen.
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kmax = N/2 maximal wird, wird man daher mit hoher Wahrscheinlichkeit in beiden Urnen
nahezu die gleiche Anzahl schwarzer Kugeln finden; man hat

Ωmax ≡ Ω(kmax) =

(
N

N/2

)2

=
N ! 2

(N/2)! 4
. (I.2.4)

Schon um die hier im Falle großer N auftauchenden sehr großen Zahlen überhaupt hand-
haben zu können5 ist es sinnvoll, nicht länger Ωmax, sondern den Logarithmus dieser
Größe zu betrachten und für die Berechnung der Fakultäten die Stirlingsche Näherung
der Gamma-Funktion heranzuziehen, also (Übungsaufgabe! )

ln Γ(z) = z(ln z − 1) − 1

2
ln z +

1

2
ln 2π +

1

12z
+ O

(
1

z3

)
. (I.2.5)

Beschränkt man sich auf die führenden Beiträge, erhält man hieraus die häufig benutzte
Abschätzung

lnn! = n lnn− n+ O(lnn) , (I.2.6)

die im Folgenden als Stirlingsche Formel bezeichnet werden soll; damit ergibt sich nun

ln Ωmax ∼ 2N ln 2 für N ≫ 1 . (I.2.7)

Berechnet man andererseits mit Hilfe des Ausdrucks (I.2.2) auch den Logarithmus der
Zahl Ωall aller Konfigurationen in gleicher Näherung, so erhält man ebenfalls

ln Ωall ∼ 2N ln 2 für N ≫ 1 . (I.2.8)

Dieses Ergebnis mag verblüffend erscheinen: Für große N wird die Summe (I.2.2) über
die Zahl aller Konfigurationen schon durch den maximalen Summanden (I.2.4) allein
derart ausgeschöpft, dass sie — in Verbindung mit der Stirlingschen Formel (I.2.6) —

”
unter dem Logarithmus“ davon nicht mehr zu unterscheiden ist. Allerdings erhält man

bei Verwendung der vollen Entwicklung (I.2.5) den genaueren Ausdruck

Ωmax

Ωall

=
2√
πN

exp

(
− 3

8N
+ O

(
1

N3

))
(I.2.9)

und damit

Ωmax

Ωall

→ 0 für N → ∞ , (I.2.10)

so dass das
”
statistische Gewicht“ nur des maximalen Summanden für große N tatsächlich

verschwindet! Die Gleichheit der beiden Ausdrücke (I.2.7) und (I.2.8) beruht also auf
einem subtilen Wechselspiel: Der Fehler, der mit der Stirling-Formel (I.2.6) verbunden
ist, wirkt dem Fehler entgegen, den man bei der Auswertung der Summe (I.2.2) durch
das Wegglassen aller Summanden mit k 6= kmax begeht.

Diese für das Urnenmodell gemachte Beobachtung überträgt sich auf viele weitere
”
Zu-

standssummen“, die in der Statistischen Physik auftreten:

5Man mache sich klar, dass 100! bereits die Größenordnung von 10158 besitzt!
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Der Logarithmus von Summen über Makrozustände, die mit der Zahl der mit
ihnen kompatiblen Mikrozustände gewichtet werden, kann in Verbindung mit
der Stirling-Formel durch den Logarithmus des maximalen Summanden ersetzt
werden; diese Näherung wird als Maximumsnäherung bezeichnet.

Im vorherigen Abschnitt I.1 wurde bereits angedeutet, dass zur genauen Spezifikation
eines Nicht-Gleichgewichtszustandes ein vergleichsweise großer Datensatz erforderlich ist,
wogegen ein thermodynamischer Gleichgewichtszustand schon durch die Angabe von nur
wenigen Zustandsvariablen bestimmt wird und daher auch nur wenig Information über
den vom System angenommenen Mikrozustand liefert. Man kann daher die Frage stel-
len, wieviel Information einem Beobachter, der den Makrozustand eines Systems kennt,
noch fehlt, um auch den Mikrozustand dieses Systems genau festlegen zu können. Da-
bei lassen sich zwei komplementäre Sichtweisen annehmen: Je mehr Mikrozustände zu
einem vorgegebenen Makrozustand gehören, je unsicherer einerseits also der tatsächlich
realisierte Mikrozustand ist und je mehr Information dem Beobachter fehlt, desto größer
ist andererseits der Informationsgewinn, der auftritt, wenn der Mikrozustand tatsächlich
gemessen, also durch den Beobachter genau festgelegt wird. Um auf das Urnenbeispiel
zurückzukommen: Wenn tatsächlich einmal alle N schwarzen Kugeln in die linke Urne
fallen, fehlt dem Beobachter keine Information, um den Mikrozustand festzulegen: Es ist
dann sicher, dass die Kugeln in der linken Urne die Nummern 1 bis N tragen; der Beob-
achter kann durch das Ablesen dieser Nummern keine weitere Information gewinnen. In
den viel wahrscheinlicheren Fällen, in denen schwarze und weiße Kugeln annähernd gleich
auf beide Urnen verteilt sind, ist dagegen das Informationsdefizit vor dem Ablesen oder
umgekehrt die Information, die beim Ablesen der auf den einzelnen Kugeln angebrachten
Nummern gewonnen werden könnte, erheblich.
Diese

”
Unsicherheit“ des zu einem Makrozustand gehörigen Mikrozustandes und damit

auch der bei seiner Messung mögliche Informationsgewinn wird in sehr allgemeiner Weise
durch die Entropie quantifiziert. Um dieses zentrale Konzept zu erläutern, soll hier der
Entropiebegriff zunächst aus der Sicht der Informationstheorie eingeführt6 und erst in
einem zweiten Schritt auf die Statistische Physik angewandt werden.
Den formalen Ausgangspunkt dazu bilden eine Menge von

”
Elementarereignissen“, also die

möglichen Ergebnisse eines Zufallsexperimentes, sowie eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
{Pi | i = 1, 2, 3, . . .}, die dem i-ten Elementarereignis eine Wahrscheinlichkeit Pi zuordnet.
Je kleiner die Wahrscheinlichkeit Pi für das Eintreten des i-ten Ereignisses ist, umso
größer ist das mit diesem Ereignis verbundene Informationsdefizit, bzw. andererseits der
Informationsgewinn des Experimentators, wenn er bei einer Versuchsdurchführung oder
Messung eben dieses Ereignis tatsächlich beobachtet.7

6Die Verwendung des Entropiekonzeptes in der Informationstheorie geht auf C.E. Shannon zurück:
A mathematical theory of communication, The Bell System Technical Journal 27, 379 - 423 (1948).
Eine lesenswerte Diskussion der Statistischen Mechanik aus der Sicht der Informationstheorie wurde von
E.T. Jaynes gegeben: Information Theory and Statistical Mechanics, Physical Review 106, 620 - 630
(1957).

7Im Falle eines Münzwurfes kann der Beobachter davon ausgehen, dass in 50% aller Fälle ein
”
Kopf“

auftritt; das Würfeln mit einem ungefälschten Würfel wird dagegen nur in einem Sechstel aller Fälle
eine

”
Sechs“ ergeben. Wenn also bei einem Münzwurf ein

”
Kopf“ fällt, so ist der Informationsgewinn
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Ein vernünftiges Maß für den Informationsgewinn, den das Auftreten des i-ten Elemen-
tarereignisses mit sich bringt, ist nun die Zahl − lnPi:

1. Ist Pi0 = 1, tritt also das Ereignis i0 mit Sicherheit ein, so ist − lnPi0 = 0. Das
Eintreten eines sicheren Ereignisses bedeutet keinerlei Informationsgewinn.

2. Je kleiner Pi, desto größer − lnPi. Das Eintreten eines sehr unwahrscheinlichen
Ereignisses bedeutet einen sehr hohen Informationsgewinn.

3. Falls das Ereignis i aus den unabhängigen Teilereignissen 1 und 2 zusammengesetzt
ist, die jeweils die Wahrscheinlichkeit P

(1)
i bzw. P

(2)
i besitzen, so gilt Pi = P

(1)
i P

(2)
i ,

und damit auch − lnPi = − lnP
(1)
i − lnP

(2)
i . Der Informationsgewinn beim Ein-

treten zweier unabhängiger Ereignisse ergibt sich also additiv aus den Informations-
gewinnen für die Einzelereignisse.

Die dritte Eigenschaft, die man als eine natürliche Forderung an ein brauchbares Infor-
mationsmaß stellen mag, ist eine Konsequenz der Funktionalgleichung des Logarithmus;
hier liegt der Grund, warum gerade die Logarithmusfunktion zur Quantifizierung der In-
formation herangezogen wurde. Wenn man nun dieses Maß für den Informationsgewinn
beim Auftreten eines einzelnen Elementarereignisses akzeptiert, so ist die der gesamten
Verteilung {Pi | i = 1, 2, 3, . . .} zuzuordnende Größe

S̃ = −
∑

i

Pi lnPi (I.2.11)

folglich der Erwartungswert für den Informationsgewinn bei der
”
Abfrage“, welches Ele-

mentarereignis realisiert wird; diese Größe wird als (informationstheoretische) Entropie
bezeichnet. Sie bewertet gemäß den vorherigen Überlegungen auch die Unsicherheit oder
fehlende Information über den Ausgang eines Experimentes, dessen mögliche Ergebnisse
mit den Wahrscheinlichkeiten Pi auftreten: Je größer die Unsicherheit über den Ausgang
eines Experimentes vor seiner Durchführung, desto größer der Informationsgewinn, den
der tatsächliche Ausgang dieses Experimentes mit sich bringt.
Dieses

”
Unsicherheitsmaß“ S̃ für Wahrscheinlichkeitsverteilungen {Pi | i = 1, 2, 3, . . .} be-

sitzt folgende Eigenschaften:

1. Da 0 ≤ Pi ≤ 1, ist S̃ ≥ 0.

2. Man hat Pi lnPi = 0 genau dann, wenn Pi = 0 oder Pi = 1: Ereignisse, die mit
Sicherheit eintreten oder mit Sicherheit nicht eintreten, tragen nicht zur Unsicherheit
bei.

3. S̃ nimmt seinen kleinsten Wert S̃ = 0 genau dann an, wenn eine
”
Einpunktvertei-

lung“ vorliegt, d.h. wenn Pi0 = 1 für ein i0. In diesem Fall herrscht vollkommene
Sicherheit über das Eintreten des Ereignisses i0.

deutlich kleiner als der, der dem Werfen einer
”
Sechs“ entspricht — man erhält im ersten Fall nur die

Information darüber, welche von zwei Möglichkeiten eingetreten ist, wogegen im zweiten Fall eine von
sechs Möglichkeiten realisiert wird.
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4. Wenn die betrachteten Ereignisse aus zwei unabhängigen Teilereignissen zusammen-
gesetzt sind, die den Verteilungen {P (1)

i | i = 1, 2, 3, . . .} und {P (2)
j | j = 1, 2, 3, . . .}

unterliegen, so ist

Pi,j = P
(1)
i P

(2)
j

die Wahrscheinlichkeit dafür, das Teilereignis i vom Typ 1 und das Teilereignis j
vom Typ 2 zu beobachten. Die Entropie dieser gemeinsamen Verteilung lautet dann

S̃ = −
∑

i,j

Pi,j lnPi,j

= −
∑

i,j

P
(1)
i P

(2)
j

(
lnP

(1)
i + lnP

(2)
j

)

= −
∑

i

P
(1)
i lnP

(1)
i −

∑

j

P
(2)
j lnP

(2)
j

= S̃(1) + S̃(2) , (I.2.12)

wobei in der dritten Zeile die Normierung der Einzelverteilungen benutzt wurde,∑
i P

(1)
i =

∑
j P

(2)
j = 1. Die Entropie S̃ der gemeinsamen Verteilung unabhängiger

Teilereignisse setzt sich daher additiv aus den Entropien S̃(1) und S̃(2) der einzelnen
Verteilungen zusammen.

Gemäß ihrer Konstruktion ist die informationstheoretische Entropie ein Funktional auf
der Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen, sie bewertet also jede Wahrscheinlich-
keitsverteilung mit einer Zahl; diese Zahl wird wahlweise als

”
Unsicherheit“ oder als

”
zu

erwartender Informationsgewinn“ für ein Zufallsexperiment interpretiert, dessen mögliche
Ausgänge mit der gegebenen Verteilung gewichtet werden.
Das Zwei-Urnen-Modell verdeutlicht, dass es für die Anwendung dieses Konzeptes ver-
schiedene Möglichkeiten geben kann:

1. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die zufällige Verteilung der Kugeln zu einem
Zustand mit k schwarzen Kugeln in der linken Urne führt, ergibt sich aus den
Ausdrücken (I.2.1) und (I.2.2) zu

P (k) =
Ω(k)

Ωall
=

(
N
k

)2
(
2N
N

) ; k = 0, . . . , N . (I.2.13)

Dementsprechend ist

S̃ = −
N∑

k=0

P (k) lnP (k) (I.2.14)

ein Maß für den Informationsgewinn eines Beobachters, der nach Abschluss des
Verteilungsprozesses die dann realisierte Konfiguration feststellt.
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2. Wenn nach Abschluss des Verteilungsprozesses k schwarze Kugeln in der linken Urne
liegen und der Beobachter diese Information bereits besitzt , wird er die Wahrschein-
lichkeit für das Auftreten eines jeden der insgesamt Ω(k) mit diesem Makrozustand
kompatiblen Mikrozustände gemäß der Gleichverteilung (I.2.3) mit 1/Ω(k) bewer-
ten. Die bei Kenntnis des Makrozustandes noch fehlende Information zur Festlegung
des Mikrozustandes beträgt daher

S̃k = −
Ω(k)∑

i=1

1

Ω(k)
ln

1

Ω(k)
= ln Ω(k) , (I.2.15)

wird also durch den Logarithmus der Anzahl der mit dem Makrozustand kompatiblen
Mikrozustände gegeben.

Es ist diese zweite Anwendung des informationstheoretischen Entropiekonzeptes, die sich
unmittelbar auf die Statistische Physik des mikrokanonischen Ensembles übertragen lässt:
Ein Beobachter, der den Makrozustand eines Gases und damit seine Zustandsvariablen
E, V und N bereits kennt, kann mit Hilfe des Ausdrucks (I.1.18) die Anzahl Ω(E, V,N)
der zugehörigen akzessiblen Mikrozustände abschätzen; da weiterhin im thermodynami-
schen Gleichgewicht die zwar akzessiblen, aber nicht mit dem Makrozustand kompatiblen
Zustände ein derart geringes Gewicht tragen, dass sie unter dem Logarithmus völlig ver-
nachlässigbar werden, darf man die eigentlich benötigte Zahl der kompatiblen Zustände
durch die Zahl der akzessiblen Zustände ersetzen. Man hat dann die informationstheore-
tische Entropie

S̃m.E. = −
Ω∑

i=1

1

Ω
ln

1

Ω

= ln Ω , (I.2.16)

die nun nicht mehr der mikrokanonischen Gleichverteilung über alle akzessiblen Zustände,
sondern dem vorliegenden Makrozustand selbst zugeordnet wird:

Die Entropie eines Gleichgewichts-Makrozustandes, dessen Statistik durch ein
mikrokanonisches Ensemble beschrieben wird, ist gleich dem Logarithmus aus
der Zahl Ω der akzessiblen Mikrozustände.

Als erstes Beispiel für diesen Zusammenhang soll nun die Entropie eines klassischen idea-
len Gases berechnet werden, dessen N Teilchen eine Gesamtenergie E besitzen und ein
Volumen V einnehmen. Das Gas sei thermisch isoliert, so dass die Voraussetzungen der
mikrokanonischen Betrachtungsweise erfüllt sind. Zur Klarstellung: Es wird hier weiterhin
nur die informationstheoretisch eingeführte Größe S̃ betrachtet; von der aus der Thermo-
dynamik phänomenologisch bekannten Entropie ist vorläufig noch keine Rede!

Beispiel: Die Entropie eines klassischen idealen Gases

Kombiniert man das bereits in Gl. (I.1.17) berechnete Phasenraumvolumen mit der Nor-
mierungsvorschrift (I.1.18), erhält man für die Anzahl der akzessiblen Mikrozustände des
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Gases sofort

Ω(E, V,N) =
V N

N ! h3N

π3N/2

Γ
(

3N
2

+ 1
) (2mE)3N/2 , (I.2.17)

also

ln Ω = N lnV +
3N

2
ln

(
2πmE

h2

)
− ln Γ

(
3N

2
+ 1

)
− ln Γ(N + 1) . (I.2.18)

Für die Auswertung des Logarithmus der Gamma-Funktion bei großen Argumenten ver-
wendet man wieder die Stirlingsche Formel (I.2.6) in der Form

ln Γ(x+ 1) = ln Γ(x) + ln x

= x(ln x− 1) + O(ln x) ; (I.2.19)

damit findet man

ln Ω = N

[
lnV +

3

2
ln

(
2πmE

h2

)]
− 3N

2
ln

3N

2
+

3N

2
−N lnN +N + O(lnN)

= N

[
lnV +

3

2
ln

(
4πmE

3h2N

)
+

3

2

]
−N lnN +N + O(lnN) . (I.2.20)

Dabei resultiert der Beitrag
”
−N lnN+N“ aus dem Faktor 1/N ! , also aus der Forderung

nach der Ununterscheidbarkeit von Konfigurationen, die nur durch eine Vertauschung
identischer Teilchen auseinander hervorgehen. Ohne diesen Term wäre ln Ω (wegen des
Auftretens von lnV in der eckigen Klammer) nicht extensiv; mit Berücksichtigung des
Ununterscheidbarkeitspostulates ergibt sich dagegen schließlich

ln Ω = N

[
ln
V

N
+

3

2
ln

(
4πmE

3h2N

)
+

5

2

]
+ O(lnN) . (I.2.21)

Da nun die Quotienten V/N und E/N intensiv sind, ist dieser Ausdruck proportional
zu N und daher extensiv.8

Selbst in einer klassischen Theorie führt somit erst die Forderung nach der Ununter-
scheidbarkeit gleicher Teilchen auf eine extensive Entropie. Aber Vorsicht: Dieses Beispiel
zeigt natürlich nicht , dass die Teilchen eines klassischen idealen Gases prinzipiell unun-
terscheidbar sind, sondern lediglich, dass die rein informationstheoretisch motivierte und
bisher nicht an die Erfahrungswelt angekoppelte Größe S̃ hier nur extensiv wird, wenn
der Faktor 1/N ! bei der Zustandszählung berücksichtigt wird.9

Um nun im nächsten Schritt auch das im Alltag beobachtete irreversible Streben eines
sich selbst überlassenen, isolierten thermodynamischen Systems in den Gleichgewichts-
zustand mit Hilfe des Entropiebegriffs zu veranschaulichen, sind weitere Überlegungen
erforderlich. Hierbei spielen zwei Dinge eine wesentliche Rolle: Einserseits die Tatsache,

8Für N = 6 · 1023 ist ln N ≈ 55; der Korrekturterm ist also völlig vernachlässigbar!
9Andererseits: Warum sollte sie?



I.2 Die Entropie 25

dass ein solches System über eine
”
innere stochastische Dynamik“ verfügt, andererseits

seine makroskopische Natur. Für die Verdeutlichung dieser Zusammenhänge leistet erneut
das zu Beginn dieses Abschnitts eingeführte Urnenmodell wertvolle Dienste:

Beispiel: Das Zwei-Urnen-Modell — Das Anwachsen der Entropie

Man stelle sich vor, dass anfangs alleN schwarzen Kugeln in der rechten und alleN weißen
Kugeln in der linken Urne liegen. Dann wird aus jeder Urne eine Kugel

”
blind“ (also

zufällig) gezogen und in die andere Urne gelegt, so dass die Zahl der Kugeln in jeder
Urne erhalten bleibt. Wird dieser Schritt fortlaufend wiederholt, erhält das System eine
stochastische Dynamik, die schließlich zu einer vollständigen Durchmischung der Kugeln
führen wird: Das System verlässt den sehr unwahrscheinlichen Anfangszustand und nähert
sich dem

”
Gleichgewichtszustand“ an, in dem in beiden Urnen die gleiche Anzahl N/2

schwarzer und weißer Kugeln zu finden ist und für den die Anzahl Ωmax = Ω(N/2) der
Realisierungsmöglichkeiten gemäß Gl. (I.2.4) maximal wird; die dann noch auftretenden
Fluktuationen um diesen Gleichgewichtszustand herum werden umso kleiner, je größer
die Zahl 2N der Kugeln ist.
Warum? — Angenommen, das System befindet sich in einem Zustand, in dem k schwarze
Kugeln und N−k weiße Kugeln in der linken und dementsprechend N−k schwarze und k
weiße Kugeln in der rechten Urne zu finden sind; ohne Beschänkung der Allgemeinheit darf
k < N/2 vorausgesetzt werden.10 Die folgende Tabelle listet die Wahrscheinlichkeiten auf,
mit denen die vier möglichen Farbkombinationen in dieser Konstellation gezogen werden:

Gezogene Kombination (L/R) Wahrscheinlichkeit Typ

schwarz / schwarz k
N

· N−k
N

neutral
schwarz / weiß k

N
· k

N
schlecht

weiß / schwarz N−k
N

· N−k
N

gut
weiß / weiß N−k

N
· k

N
neutral

Werden zwei gleichfarbige Kugeln gezogen, ändert sich trotz ihrer Vertauschung der
Makrozustand nicht; diese beiden Fälle werden daher hier als neutral bezeichnet. Wird
aus der linken Urne eine der dort unterrepräsentierten schwarzen Kugeln gezogen und
aus der rechten eine weiße, so entfernt sich das System durch deren Vertauschung wieder
weiter vom Gleichgewichtszustand weg; dieser Fall ist daher schlecht für das Erreichen
des Gleichgewichts. Wird dagegen aus der linken Urne eine der dort überrepräsentierten
weißen Kugeln gezogen und aus der rechten eine schwarze, so bringt die Vertauschung
das System näher an das Gleichgewicht heran; dieser Fall ist gut . Die

”
guten“ und die

”
schlechten“ Fälle sind nun nicht symmetrisch: Da k/N < 1/2 vorausgesetzt werden darf,

ist (k/N)2 < 1/4, aber
(
(N − k)/k

)2
> 1/4; die Wahrscheinlichkeit für eine Annäherung

an das Gleichgewicht ist also in jedem Schritt größer als die Wahrscheinlichkeit dafür,

10Wenn das nicht der Fall ist, werden die Rollen der schwarzen und der weißen Kugeln vertauscht.
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dass sich das System vom Gleichgewicht entfernt.11

Es ist offenbar genau diese Asymmetrie zwischen den
”
guten“ und den

”
schlechten“ Zügen,

die dem Durchmischungsprozess seine Richtung gibt: In jedem Elementarschritt wird ei-
ne Zufallsentscheidung getroffen, wobei alle möglichen mikroskopischen Züge mit gleicher
Wahrscheinlichkeit ausgeführt werden. Trotz dieser Symmetrie auf mikroskopischer Ebe-
ne, also auf der Ebene der einzelnen Kugelentnahmen und -vertauschungen, entwickelt
sich der Makrozustand derart, dass die Anzahl der mit ihm kompatiblen Mikrozustände
im statistischen Mittel wächst : Wenn alle Mikrozustände mit gleicher Wahrscheinlichkeit
angesteuert werden, dann wird sich mit größter Wahrscheinlichkeit schließlich derjenige
Makrozustand einstellen, der die größte Zahl an Mikrozuständen auf sich vereinigt, also
derjenige, für den die in Gl. (I.2.1) angegebene Anzahl Ω(k) maximal wird; das ist der
Fall für die Gleichverteilung schwarzer und weißer Kugeln auf beide Urnen, die sich für
k = N/2 ergibt.
Aus informationstheoretischer Sicht war der Anfangszustand extrem entropiearm: Der
Makrozustand mit N schwarzen Kugeln in der rechten Urne, also mit k = 0, besitzt nur
eine einzige Realisierung; Ω(0) = 1. Daher fehlt dem Beobachter, der diesen Makrozustand
registriert, keine Information mehr, um den Mikrozustand festzulegen; dementsprechend
ist S̃ = 0. Diese Sicherheit wird durch die stochastische Dynamik

”
vernichtet“, im Laufe

des Vermischungsprozesses wird
”
Entropie erzeugt“: In jedem Elementarschritt bevorzugt

das System diejenigen Makrozustände, die mehr Realisierungen besitzen als derjenige, in
dem es sich noch befindet; dieser Tendenz zur Vergrößerung von Ω(k) im statistischen Mit-
tel entspricht eine zunehmende Unsicherheit des tatsächlich vorliegenden Mikrozustandes,
also ein Anwachsen der Entropie S̃ = ln Ω(k) während des Durchmischungsprozesses.12

Der Gleichgewichtszustand k = N/2 ist dadurch ausgezeichnet, dass seine Entropie ma-
ximal ist, also nicht weiter anwachsen kann; dieser Zustand ist daher — von den noch zu
diskutierenden Fluktuationen abgesehen — stationär. Die maximale Entropie

ln Ωmax ∼ lnΩall ∼ 2N ln 2 ,

die bereits in den Gln. (I.2.7) und (I.2.8) in Stirlingscher Näherung angegeben worden
ist, besitzt nun eine sehr anschauliche Interpretation: ln 2 = − ln(1/2) ist die Information,
die verloren geht, wenn eine

”
Links-Rechts-Entscheidung“ getroffen wird, wenn also eine

der Kugeln mit gleicher Wahrscheinlichkeit in die linke oder in die rechte Urne gelegt
wird; ein Informationsdefizit von S̃ = 2N ln 2 tritt daher auf, wenn jede der 2N Kugeln
unabhängig von den anderen in eine der Urnen fällt, wenn also bei dem Verteilungsprozess
die

”
Zwangsbedingung“, dass in jede der Urnen genau N Kugeln fallen sollen, aufgehoben

wird.13

11Man mache sich klar, dass dieser
”
statistische Druck“ in Richtung auf den Gleichgewichtszustand

schon für moderate Abweichungen vom Gleichgewicht recht groß wird: Ist etwa N = 100 und k = 40, so
beträgt die Wahrscheinlichkeit für einen

”
schlechten“ Zug lediglich 0.16%, die für einen

”
guten“ dagegen

0.36%.
12An dieser Stelle hat die Unterscheidung von kompatiblen and akzessiblen Zuständen zentrale Be-

deutung: Das Entropiewachstum beschreibt die Zunahme der Zahl der mit dem aktuellen Makrozustand
kompatiblen Mikrozustände, wogegen die Zahl der akzessiblen Zustände während des gesamten Prozesses
unverändert bleibt.

13Die Beobachtung, dass die
”
Zwangsbedingung“ gleicher Kugelzahl in jeder Urne für große N an



I.2 Die Entropie 27

Die Übertragung dieses Beispiels auf die Statistische Mechanik eines Systems im mikro-
kanonischen Ensemble scheint naheliegend zu sein: Wenn sich ein isoliertes System noch
nicht im Gleichgewicht befindet, so dass der vorliegende Makrozustand nur durch eine
vergleichsweise kleine Zahl an Mikrozuständen repräsentiert wird, dann wird im Laufe
der Zeit die Anzahl der mit dem jeweils aktuellen Makrozustand kompatiblen Mikro-
zustände anwachsen, bis diese Zahl, und damit die Entropie des Systems, nach Erreichen
des thermodynamischen Gleichgewichtes maximal wird. Allerdings besteht zwischen dem
Zwei-Urnen-Modell und einem hochdimensionalen Hamiltonschen System ein zunächst
erheblicher Unterschied: Das Ziehen und Zurücklegen der Kugeln sollte zufällig erfol-
gen; die Zeitentwicklung eines Hamiltonschen Systems wird dagegen durch die Lösung
der Hamiltonschen Gleichungen bestimmt, ist also deterministisch. In hochdimensionalen
Systemen, deren Zeitentwicklung — in dem genau definierten Sinn der Hamiltonschen Dy-
namik — chaotisch verläuft, wird dieser Unterschied jedoch faktisch aufgehoben; eine sich
deterministisch-chaotisch entwickelnde Trajektorie im Phasenraum Γ ist praktisch nicht
von einer Trajektorie zu unterscheiden, die Γ zufällig durchwandert. Darüber hinaus muss
die Frage gestellt werden, ob ein reales physikalisches System wie etwa eine Gasportion
tatsächlich so gut von seiner Umgebung isoliert werden kann, dass seine Zeitentwicklung
nur durch eine Hamilton-Funktion für die inneren Freiheitsgrade des Systems beschrie-
ben wird, und wie groß der Einfluss quantenmechanischer Effekte ist. Diesen schwieri-
gen Fragen kann in dieser Einführung nicht nachgegangen werden; in Übereinstimmung
mit der Erfahrung soll hier vorausgesetzt werden, dass ein hochdimensionales statistisch-
mechanisches System seinen Phasenraum

”
effektiv zufällig“ erkundet.

Durch die Entropie wird offenbar eine Richtung der Entwicklung statistisch-mechanischer
Systeme ausgezeichnet: Sofern sich ein solches System noch nicht im Gleichgewicht befin-
det, entwickelt es sich derart, dass seine Entropie wächst; wenn der Gleichgewichtszustand
erreicht ist, wird er nicht wieder verlassen. Diese Irreversibilität der Zeitentwicklung hängt
eng mit der Größe der Fluktuationen zusammen, die auch im Gleichgewicht noch möglich
sind; auch dieser Zusammenhang soll mit Hilfe des Zwei-Urnen-Modells veranschaulicht
werden.

Beispiel: Das Zwei-Urnen-Modell — Die Größenordnung der Fluktuationen

Um die Abweichungen vom Gleichgewichtszustand des Zwei-Urnen-Modells geeignet zu
parametrisieren, sei nun

k =
N

2
(1 − δ) , (I.2.22)

so dass −1 ≤ δ ≤ 1 die relative Abweichung der Zahl der schwarzen Kugeln in der
linken Urne von der Gleichgewichtszahl kmax = N/2 angibt. In Verallgemeinerung des

Bedeutung verliert, ist plausibel: Wenn jede Kugel zufällig in eine der Urnen gelegt wird, ohne diese
Bedingung einzuhalten, wird sich trotzdem mit hoher Wahrscheinlichkeit eine Konfiguration einstellen,
für die in jeder Urne nahezu die gleiche Anzahl von Kugeln zu finden ist. Mann kann daher viele statis-
tische Eigenschaften des Zwei-Urnen-Modells auch mit Hilfe eines Ensembles beschreiben, an das diese
Bedingung nicht gestellt wird. Die allgemein gültige Tatsache, dass in großen Systemen Zwangsbedin-
gungen effektiv aufgehoben werden können, wird später bei der Konstruktion des kanonischen und des
großkanonischen Ensembles aufgegriffen werden.
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Ausdrucks (I.2.9) liefert die Stirlingsche Entwicklung (I.2.5) bei Anwendung auf die Ver-
teilung (I.2.13) für das Auftreten von Konfiguration in der Nähe des Gleichgewichtes nun
die Näherung14 (Übungsaufgabe! )

P

(
N

2
(1 − δ)

)
∼ 2√

πN
exp

(
− 3

8N

)
exp

(
−δ2

(
N − 1 +

2

3N

))
für |δ| ≪ 1 .

(I.2.23)

Daher ist |δ| . 1/
√
N für diejenigen Konfigurationen, die noch mit signifikanten Wahr-

scheinlichkeiten angenommen werden. Ist etwa N = 10.000, so erwartet man in einer
langen Versuchsreihe bei fortgesetzem

”
Ziehen und Vertauschen“ von Kugeln aus beiden

Urnen noch relative Fluktuationen um die Gleichverteilung in der Größenordnung von
einigen Prozent.

Dieses Resultat kann auf eine sehr große Klasse von Systemen übertragen werden:

Die wahrscheinlichen relativen statistischen Fluktuationen eines Systems mit
N Freiheitsgraden sind in typischen Fällen von der Größenordnung 1/

√
N .

Für thermodynamisch große N , also N ∼ 1024, erhält man daher relative
Fluktuationen im Bereich von nur noch 10−12.

Damit ist die Kleinheit der Fluktuationen in großen Systemen ein wichtiger Aspekt der
mit dem Anwachsen der Entropie verbundenen Irreversibilität: Wenn sich etwa in den
beiden Hälften eines Behälters zwei verschiedene Gase befinden, die anfangs durch eine
Folie voneinander getrennt sind, dann werden sich diese beiden Gase nach dem Entfer-
nen der Folie derart durchmischen, dass sich in jeder Hälfte die gleiche Konzentration
jeder Spezies einstellt. Es ist — im mathematischen Sinne — nicht völlig unmöglich, dass
irgendwann wieder einmal ein messbarer Konzentrationsunterschied in beiden Hälften
auftritt; für makroskopisch große Gasmengen ist eine derartige spontane Entfernung vom
Gleichgewichtszustand jedoch extrem unwahrscheinlich.
Durch das Postulat gleicher a priori-Wahrscheinlichkeit aller akzessiblen Mikrozustände
ist die mikrokanonische Gleichverteilung (I.1.8) besonders ausgezeichnet. Es stellt sich
nun die Frage, ob es vielleicht andere Verteilungen gibt, die sogar zu einer noch höheren
Entropie (I.2.11) führen als die Gleichverteilung. Das ist jedoch nicht der Fall:

Von allen diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf einem endlichen Er-
eignisraum ist die Gleichverteilung diejenige Verteilung mit der größten Entro-
pie.

14Um aus diesem Ausdruck eine von δ abhängige kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsdichte p(δ) zu
erhalten, muss er noch mit der Dichte N/2 der Konfigurationen pro δ-Intervall multipliziert werden, so
dass

p(δ) ∼
√

N

π
exp

(
−Nδ2

)

für sehr große N . Obwohl die Näherung (I.2.23) nur für das Zentrum der Verteilung (I.2.13) gewonnen
wurde, ist diese Dichte p(δ) korrekt

”
auf Eins“ normiert, da das Zentrum für große N praktisch die

gesamte Wahrscheinlichkeit trägt.
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Denn: Sei Ω die Mächtigkeit des Ereignisraumes (d.h. die Anzahl der Elementarereignis-

se) und S̃m.E. = ln Ω die Entropie der Gleichverteilung. Sei weiter S̃ die Entropie einer
beliebigen anderen Verteilung {Pi | i = 1, 2, 3, . . .} . Dann findet man bei Ausnutzung der
Normierung dieser Verteilung die Entropiedifferenz

S̃m.E. − S̃ = lnΩ −
(
−

Ω∑

i=1

Pi lnPi

)

=

Ω∑

i=1

Pi ln Ω +

Ω∑

i=1

Pi lnPi

=
1

Ω

Ω∑

i=1

(PiΩ) ln(PiΩ) . (I.2.24)

Außerdem gilt offensichtlich

1

Ω

Ω∑

i=1

(1 − PiΩ) = 0 . (I.2.25)

Addition dieser beiden Gleichungen (I.2.24) und (I.2.25) ergibt die Identität

S̃m.E. − S̃ =
1

Ω

Ω∑

i=1

(
PiΩ ln(PiΩ) + 1 − PiΩ

)
. (I.2.26)

Nun ist die Funktion g(x) = x ln x+ 1 − x für x ≥ 0 nicht negativ und hat ihr Minimum

bei x = 1; der minimale Funktionswert ist g(1) = 0. Daher ist S̃m.E. ≥ S̃; Gleichheit gilt
genau dann, wenn PiΩ = 1 für alle i, d.h. für die Gleichverteilung

Pi =
1

Ω
; i = 1, . . . ,Ω ;

eine größere Entropie als die der Gleichverteilung ist nicht möglich. �

Die Phasenraumverteilungsfunktion eines Nicht-Gleichgewichtszustandes kann deutlich
von der mikrokanonischen Gleichverteilung über alle akzessiblen Zuststände abweichen;
nach dem soeben bewiesenen Lemma kann ihre Entropie jedoch niemals größer sein als
die der Gleichverteilung, die das thermodynamische Gleichgewicht charakterisiert:

Die Entropie eines isolierten Systems und damit die für die Festlegung des
tatsächlich angenommenen Mikrozustandes benötigte Information wird genau
dann maximal, wenn sich das System im Gleichgewicht befindet.

Mit diesem Extremalprinzip kommt der in diesem Abschnitt rein informationstheoretisch
motivierten Entropie S̃ eine Eigenschaft zu, die andererseits auch die im zweiten Haupt-
satz der Thermodynamik phänomenologisch (ohne jedweden Bezug zu

”
Mikrozuständen“)

eingeführte thermodynamische Entropie S auszeichnet; dieser Zusammenhang wird im
folgenden Abschnitt I.3 weiter ausgearbeitet werden.
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I.3 Temperatur, Druck und chemisches Potential

Es wird nun ein isoliertes System betrachtet, das aus zwei Teilsystemen bestehen soll.
Diese seien anfangs auch voneinander isoliert und je für sich im Gleichgewicht, wobei sie
durch die Zustandsvariablen (E1, V1, N1) bzw. (E2, V2, N2) beschrieben werden; die Anzahl
der jeweiligen Mikrozustände sei Ω1(E1, V1, N1) bzw. Ω2(E2, V2, N2).

(i) Dann werden die beiden Teilsysteme in thermischen Kontakt gebracht: Dadurch wird
Energieaustausch zwischen beiden Teilen möglich; die anderen Variablen können sich auch
weiterhin nicht ändern.
Unmittelbar nach dem

”
Einschalten“ des thermischen Kontaktes befindet sich das Ge-

samtsystem nicht im Gleichgewicht: Zunächst wird Energie zwischen beiden Teilsyste-
men ausgetauscht. Schließlich wird ein neuer Gleichgewichtszustand erreicht; in diesem
Zustand haben die beiden Einzelsysteme die Energien E ′

1 und E ′
2. Da das Gesamtsystem

isoliert ist, bleibt die Gesamtenergie erhalten:

E = E1 + E2 = E ′
1 + E ′

2 . (I.3.1)

Für 0 ≤ E ′
1 ≤ E gibt dann das Produkt

Ωges(E
′
1) = Ω1(E

′
1, V1, N1) · Ω2(E − E ′

1, V2, N2) (I.3.2)

die Anzahl der Mikrozustände des zusammengesetzten Systems an, sofern das Teilsystem 1
die Energie E ′

1 besitzt. Zwar kann E ′
1 ”

im Prinzip“ jeden Wert zwischen 0 und E annehmen
— die Gesamtzahl der möglichen Zustände nach Einschalten des thermischen Kontaktes
ergibt sich also durch

”
Summation“ über E ′

1 — ; es ist jedoch davon auszugehen, dass es
für einen bestimmten, scharf definierten Wert von E ′

1 deutlich mehr Mikrozustände gibt
als für alle anderen, so dass dieser Wert mit erdrückender Wahrscheinlichkeit angenom-
men wird. Oder in der Terminologie des vorhergehenden Abschnitts: Auch für den sich
neu einstellenden Gleichgewichtszustand des Gesamtsystems gibt es Mikrozustände, die
zwar akzessibel, aber nicht mit ihm kompatibel sind; diese inkompatiblen Mikrozustände
tragen insgesamt

”
unter dem Logarithmus“ nur ein völlig vernachlässigbares statistisches

Gewicht.
Daher ergibt sich die Entropie des Gesamtsystems im Rahmen der bereits bekannten Ma-
ximumsnäherung schon aus dem Produkt (I.3.2), indem man dort nur den wahrschein-
lichsten Wert E ′

1 einsetzt:

ln Ωges = S̃ges = S̃1(E
′
1, V1, N1) + S̃2(E

′
2, V2, N2) . (I.3.3)

Da diese Entropie nach Erreichen des Gleichgewichtes maximal wird, verschwindet dann
ihr Differential:

dS̃ges =
∂S̃1

∂E ′
1

dE ′
1 +

∂S̃2

∂E ′
2

dE ′
2

=

(
∂S̃1

∂E ′
1

− ∂S̃2

∂E ′
2

)
dE ′

1

= 0 , (I.3.4)
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da ja dE ′
2 = −dE ′

1: Die Energie, die eines der Teilsysteme abgibt, wird von dem ande-
ren aufgenommen. Im Gleichgewicht muss daher als Folge der Extremaleigenschaft der
Entropie die partielle Ableitung der Entropie nach der Energie, also

∂S̃(E, V,N)

∂E
=

(
∂S̃

∂E

)

V,N

≡ 1

T̃ (E, V,N)
(I.3.5)

und damit auch ihr Kehrwert T̃ (E, V,N) für beide Teilsysteme den gleichen Wert anneh-

men. Diese so eingeführte Größe T̃ (E, V,N) besitzt folgende Eigenschaften:

1. Da für mechanische Systeme die Anzahl Ω der akzessiblen Mikrozustände, also auch
ihr Logarithmus S̃, stets mit der Energie E wächst, ist T̃ ≥ 0. (Für endlich große
Spinsysteme gilt das jedoch nicht: Übungsaufgabe! )

2. Da S̃ und E extensive Größen sind, ist T̃ intensiv. (An dieser Stelle geht der
”
Un-

unterscheidbarkeits-Faktor“ 1/N ! ein, der die Extensivität der Entropie (I.2.21) des
idealen Gases gesichert hat!)

3. Solange der neue Gleichgewichtszustand des Gesamtsystems noch nicht erreicht ist,
wächst die Gesamtentropie S̃ges infolge des Energieaustausches; der gemeinsame

Parameter T̃ ist daher noch nicht definiert. Sofern dieser Energieaustausch jedoch
derart langsam erfolgt, dass beide Teilsysteme während dieses Prozesses nahezu in
individuellen Gleichgewichtszuständen bleiben, obwohl sie noch nicht im Gleichge-
wicht miteinander sind (d.h. bei

”
quasistatischer Prozessführung“), kann man sogar

jedes einzelne von ihnen durch eine nur langsam veränderliche Zustandsgröße

T̃i =

[
∂S̃i(Ei, Vi, Ni)

∂Ei

]−1

charakterisieren. Dann hat man während des Energieaustausches die Ungleichung

dS̃ges =

(
1

T̃1

− 1

T̃2

)
dE ′

1 > 0 . (I.3.6)

Folglich ist dE ′
1 > 0, falls T̃1 < T̃2, und dE ′

1 < 0, falls T̃1 > T̃2. Die Energie
”
fließt“

somit immer von dem System mit dem größeren Parameter T̃ zu dem mit dem
kleineren T̃ .

Damit hat die in Gl. (I.3.5) definierte Größe T̃ , die die Dimension einer Energie trägt,
alle Eigenschaften einer Temperatur . Man erwartet daher zwischen der hier auf mikro-
skopisch-statistischer Grundlage eingeführten,

”
natürlichen“ Temperatur T̃ und der aus

der Erfahrung bekannten
”
phänomenologischen“ Temperatur T , deren Existenz durch

den nullten Hauptsatz der Thermodynamik festgeschrieben wird, einen Zusammenhang
der Form T̃ = f(T ) mit einer monoton wachsenden Funktion f . Tatsächlich zeigen alle
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experimentellen Untersuchungen, dass beide Größen sogar streng proportional sind: Es
gilt

T̃ = kBT (I.3.7)

mit der Boltzmann-Konstanten kB = 1.380 649 · 10−23 J/K. Diese Boltzmann-Konstante
ist also (im Gegensatz etwa zu der Lichtgeschwindigkeit c, der Elementarladung e oder
der Planckschen Konstante ~) nicht fundamental; ihre Existenz ist lediglich auf den Um-
stand zurückzuführen, dass die phänomenologische Temperaturskala bereits lange vor der
mikroskopischen Begründung des Temperaturbegriffs eingeführt worden war. Im Rahmen
der statistischen Theorie macht die Temperatur T eine Aussage darüber, wie sehr sich
die Zahl der akzessiblen Mikrozustände mit zunehmender Energie verändert: Je stärker,
desto kälter!
Es ist nun Konvention (aber keinesfalls

”
physikalisch zwingend“), auch die Entropie ent-

sprechend
”
umzuskalieren“: Anstelle der dimensionslosen Größe S̃ betrachtet man

S ≡ kBS̃ = kB ln Ω ; (I.3.8)

von zentraler Bedeutung (und überhaupt nicht trivial) ist, dass diese so umskalierte,
hier zunächst nur informationstheoretisch motivierte Entropie numerisch identisch ist
mit der thermodynamischen Entropie, auf die sich der zweite Hauptsatz bezieht. Dann
erhält der Zusammenhang zwischen der üblichen Temperatur T , der üblichen (dimensions-
behafteten) Entropie S und der Energie E die bequeme Form

1

T
=

(
∂S

∂E

)

V,N

. (I.3.9)

Fassen wir zusammen:

Die
”
natürliche Entropie“ S̃ ist (als direktes Maß für die Anzahl der für

den betrachteten Makrozustand akzessiblen Mikrozustände) dimensionslos; die

”
natürliche Temperatur“ T̃ = (∂S̃/∂E)−1 trägt die Dimension der Energie.

Die natürliche und die phänomenologische Temperaturskala sind zueinander
proportional; der Proportionalitätsfaktor, der beide Skalen verbindet, ist die
Boltzmann-Konstante kB. Entsprechend ist die phänomenologische, durch den
zweiten Hauptsatz postulierte Entropie proportional zur natürlichen, S = kBS̃,
und trägt daher die Einheit J/K.

Nach dieser Identifizierung von phänomenologischer und natürlicher, also (umskalierter)
informationstheoretischer Entropie muss nun der klassisch nicht zu erklärende Ununter-
scheidbarkeitsfaktor 1/N ! , der in Gl. (I.1.18) vorweggenommen wurde und in Gl. (I.2.21)
die experimentell festgestellte Extensivität der Entropie sichergestellt hat, besonders ernst
genommen werden: Offenbar wird dieser Faktor für die richtige Zustandszählung benötigt,
so dass die nur quantenmechanisch zu begründende, prinzipielle Ununterscheidbarkeit
identischer Teilchen bereits in den Aufbau der klassischen Thermodynamik eingeht.15

15Besonders deutlich wird dieser Befund illustriert durch das so genannte
”
Mischungsparadoxon“, das

auch als Gibbs’sches Paradoxon bezeichnet wird: Ohne den Ununterscheidbarkeitsfaktor würde man zu
dem falschen Schluss gezwungen, dass bei der

”
Mischung“ identischer Gase Entropie produziert wird.

(Übungsaufgabe!)
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Noch eine weitere wichtige Eigenschaft der Entropie wird durch das Modell der zwei
Teilsysteme im thermischen Kontakt verdeutlicht: Setzt man erneut voraus, dass das
Gleichgewicht quasistatisch erreicht wird, so dass auch während der langsamen Annah-
me einer gemeinsamen Temperatur die individuellen Temperaturen Ti wohldefinierte Zu-
standsgrößen sind, gilt neben dE1 = −dE2 auch dEi = TidSi, so dass

dS2 =
dE2

T2
= −dE1

T2
= −T1

T2
dS1 . (I.3.10)

Solange das Gleichgewicht noch nicht erreicht ist und die Gesamtentropie noch wächst,
hat man daher

dSges = dS1 + dS2

= dS1

(
1 − T1

T2

)

= dS2

(
1 − T2

T1

)
> 0 . (I.3.11)

Für T1 > T2 folgt daraus dS1 < 0 und dS2 > 0: Die Entropie des anfangs heißeren Teil-
systems (das ja Energie abgibt und sich abkühlt) nimmt ab, die des kälteren Teilsystems
dagegen zu: Insgesamt wird Entropie produziert und transportiert ; insbesondere kann die
Entropie eines nicht isolierten Teilsystems durchaus auch abnehmen.
Ein einfaches, aber wichtiges Beispiel für den Zusammenhang der

”
Änderung der Zahl der

akzessiblen Zustände mit der Energie“ einerseits und der Temperatur andererseits liefert
erneut das ideale Gas:

Beispiel: Die Energie-Temperatur-Beziehung für ein klassisches ideales Gas

Gemäß der Gl. (I.2.21) und der Konvention (I.3.8) besitzt die mikrokanonische Entropie
des idealen Gases die Form

S(E, V,N) = NkB

[
ln
V

N
+

3

2
ln
E

N
+ C

]
, (I.3.12)

wobei die Konstante C weder vom Volumen V noch von der Teilchenzahl N abhängt.
Daraus erhält man mit der definierenden Gleichung (I.3.9) sofort die inverse Temperatur
in der Form

1

T
=

(
∂S

∂E

)

V,N

=
3

2

NkB

E
(I.3.13)

und daraus dann die Temperaturabhängigkeit der Energie,

E =
3

2
NkBT . (I.3.14)

Bemerkenswert ist, dass somit die Energie eines idealen Gases nicht von seinem Volumen
abhängt. Da die N Gasteilchen insgesamt f = 3N Freiheitsgrade besitzen, trägt hier jeder
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Freiheitsgrad die Energie E/f = kBT/2; diese Aussage ist ein Spezialfall des so genannten
Äquipartitionstheorems.16 Die bekannte Beziehung (I.3.14) ist eine unmittelbare Konse-
quenz lediglich der einfachen Tatsache, dass das Volumen (I.1.17) der

”
Energiekugel“ im

Impulsraum mit
√
E

3N
skaliert; insbesondere gehen hier weder das Volumen (2π~)3N der

Phasenraumzellen noch der Ununterscheidbarkeitsfaktor N ! ein.

Die wichtige Frage, wie groß die auch im Gleichgewicht noch auftretenden
”
typischen“

Energieschwankungen δE eines Systems sind, das im thermischen Kontakt mit einem
Wärmebad steht und dessen Temperatur angenommen hat, führt wieder auf das schon
an Gl. (I.2.23) beobachtete Wurzelgesetz: Für ein ideales Gas aus N Teilchen findet man
noch relative Energieschwankungen der Größe (Übungsaufgabe! )

δE

E
∼ 1√

N
. (I.3.15)

Die relativen Fluktuationen im Gleichgewicht verschwinden mit der Wurzel aus der Teil-
chenzahl des Systems.

(ii) Der Gedankengang, der bis hierher zum Verständnis der partiellen Ableitung der
Entropie nach der Energie E verfolgt wurde, kann in fast identischer Form auch auf die
Ableitungen nach dem Volumen V oder der Teilchenzahl N übertragen werden: Aufgrund
der Tatsache, dass die Entropie im Gleichgewicht maximal wird, liefert die Ableitung der
Entropie nach einer extensiven Variablen eine intensive Zustandsgröße. Um nun im nächs-
ten Schritt auch die zu einer Variation des Volumens gehörende Zustandsgröße zu identi-
fizieren, wird das eingangs betrachtete Gedankenexperiment entsprechend angepasst: Ne-
ben dem Energieaustausch wird auch

”
Volumenaustausch“ zugelassen. Die beiden Gase

befinden sich also nun in einem Behälter mit verschiebbarer und thermisch durchlässi-
ger Trennwand; das Gesamtvolumen V = V1 + V2 bleibt konstant. Die Volumina V1 und
V2 werden sich dann erneut so einstellen, dass die Entropie maximal wird; es wird also
der Makrozustand eingenommen, der mit der größtmöglichen Zahl von Mikrozuständen
kompatibel ist. Erneut gilt

Sges = S1(E1, V1, N1) + S2(E2, V2, N2) , (I.3.16)

wobei zur Vereinfachung der Notation nur
”
ungestrichene“ Größen verwendet werden; im

Gleichgewicht hat man

dSges =
∂S1

∂E1
dE1 +

∂S2

∂E2
dE2 +

∂S1

∂V1
dV1 +

∂S2

∂V2
dV2 = 0 . (I.3.17)

Nun ist dE2 = −dE1 und dV2 = −dV1, so dass

dSges =

(
∂S1

∂E1
− ∂S2

∂E2

)
dE1 +

(
∂S1

∂V1
− ∂S2

∂V2

)
dV1 ; (I.3.18)

16Merke: Bei hinreichend hohen Temperaturen, bei denen die semiklassische Beschreibung Gültigkeit
besitzt, trägt jede (Impuls- oder Orts-) Koordinate, die quadratisch in die Hamiltonfunktion eingeht, die
Energie kBT/2 zur Gesamtenergie bei.
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im Gleichgewicht verschwindet die erste Klammer, da das Gesamtsystem eine einheitliche
Temperatur angenommen hat. Die Maximumseigenschaft der Entropie, also die Statio-
naritätsbedingung dSges = 0, erfordert daher auch

(
∂S1

∂V1

)

E1,N1

=

(
∂S2

∂V2

)

E2,N2

. (I.3.19)

Die intensive Größe ∂S/∂V , die den Gleichgewichtszustand nun in analoger Weise cha-
rakterisiert wie die Temperatur T = (∂S/∂E)−1, ist dem Druck proportional:17

∂S(E, V,N)

∂V
=
p(E, V,N)

T (E, V,N)
. (I.3.20)

Im Gleichgewicht ist daher neben der Temperatur auch der so definierte Druck in beiden
Teilsystemen gleich. Die Sinnhaftigkeit dieser Begriffsbildung erkennt man an folgender
Überlegung: Bevor das Gleichgewicht erreicht wird, sei p1 > p2; es wird weiterhin vor-
ausgesetzt, dass bei quasistatischer Prozessführung beide Teilsysteme bereits die gleiche
Temperatur angenommen haben, T1 = T2 = T . Dann ist

dSges =
p1 − p2

T
dV1 > 0 , (I.3.21)

so dass sich das Volumen des Teilsystems mit dem anfangs größeren Druck bei Annäherung
an den Gleichgewichtszustand vergrößert; genau diese Eigenschaft zeichnet den üblichen
Druck aus.
Die genaue Form der Abhängigkeit des Druckes p von den Primärvariablen E, V , N des
mikrokanonischen Ensembles wird (ebenso wie die der Temperatur T ) von der Entropie-
funktion S(E, V,N) bestimmt. Auch hier liefert das klassische ideale Gas einen wichtigen
Zusammenhang:

Beispiel: Der Druck des klassischen idealen Gases

Aus der Entropiefunktion (I.3.12) des klassischen idealen Gases erhält man sofort

p

T
=

(
∂S

∂V

)

E,N

=
NkB

V
(I.3.22)

17Natürlich könnte man hier etwas systematischer vorgehen und zunächst

∂S(E, V, N)

∂V
= p̃(E, V, N)

als intensive Zustandsvariable definieren, die dann bei quasistatischer Prozessführung mit Hilfe der Un-
gleichung

dSges = (p̃1 − p̃2) dV1 > 0

als eine druckartige Größe erkannt wird; durch Vergleich z.B. mit dem idealen Gas findet man, dass das
Produkt p̃T mit dem üblichen Druck p zu identifizieren ist. Die Definitionsgleichung (I.3.20) nimmt diese
Schritte vorweg, indem von Anfang an der Druck so eingeführt wird, dass er mit dem bereits bekannten
Druckbegriff übereinstimmt.
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oder

pV = NkBT . (I.3.23)

Das ist die bekannte Zustandsgleichung für das klassische ideale Gas; die in Gl. (I.3.20)
getroffene statistische Definition des Druckes stimmt daher in der Tat überein mit dem
phänomenologischen Druckbegriff. Eliminiert man nun die Temperatur mit Hilfe der Be-
ziehung (I.3.14), erhält man

p =
2

3

E

V
: (I.3.24)

Der Druck des klassischen idealen Gases beträgt zwei Drittel seiner Energiedichte.

(iii) Schließlich wird die Versuchsanordnung noch einmal modifiziert: Anstelle des Vo-
lumenaustausches wird nun Teilchenaustausch zwischen beiden Teilsystemen zugelassen,
etwa mit Hilfe einer auch thermisch leitenden Membran. Dann hat man

dSges =
∂S1

∂E1
dE1 +

∂S2

∂E2
dE2 +

∂S1

∂N1
dN1 +

∂S2

∂N2
dN2 (I.3.25)

mit dE2 = −dE1 und dN2 = −dN1; im Gleichgewicht wird daraus

dSges =

(
∂S1

∂E1

− ∂S2

∂E2

)
dE1 +

(
∂S1

∂N1

− ∂S2

∂N2

)
dN1 = 0 . (I.3.26)

Im Gleichgewicht gilt daher neben T1 = T2 nun auch

(
∂S1

∂N1

)

E1,V1

=

(
∂S2

∂N2

)

E2,V2

, (I.3.27)

so dass die partielle Ableitung ∂S/∂N als eine weitere intensive Zustandsgröße zu erkennen
ist. Definiert man jetzt das chemische Potential µ(E, V,N) durch die Beziehung

∂S(E, V,N)

∂N
= −µ(E, V,N)

T (E, V,N)
, (I.3.28)

dann ist im Gleichgewicht auch diese intensive Zustandsgröße in beiden Teilsystemen
gleich, µ(E1, V1, N1) = µ(E2, V2, N2). Ebenso wie in der vorher untersuchten Situation die
Volumenänderung zum Druckausgleich führte, führt nun die Änderung der Teilchenzahl
in den einzelnen Teilsystemen zur Angleichung der individuellen chemischen Potentiale.
Werden zwei Systeme mit geringfügig verschiedenen chemischen Potentialen µ1 und µ2,
aber gleicher Temperatur T , in

”
Teilchen- und Wärmekontakt“ gebracht, hat man

dSges =
−µ1 + µ2

T
dN1 > 0 . (I.3.29)

Für µ2 > µ1 folgt daraus dN1 > 0: Teilchen
”
fließen“ vom Teilsystem mit dem höheren

zum Teilsystem mit dem tieferen chemischen Potential; die Zustandsvariable µ(E, V,N)
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kann daher als
”
Teilchendruck“ aufgefasst werden. Es ist dieser Zusammenhang, der das

Minuszeichen in der Definitionsgleichung (I.3.28) motiviert. Auch dazu die nun schon
obligatorische Verdeutlichung:

Beispiel: Das chemische Potential des klassischen idealen Gases

Die vollständige Entropiefunktion des klassischen idealen Gases wird durch Gl. (I.2.21)
gegeben:

S(E, V,N) = NkB

[
ln

(
V

N

)
+

3

2
ln

(
4πmE

3h2N

)
+

5

2

]
; (I.3.30)

im Unterschied zu der Bestimmung der Temperatur durch Gl. (I.3.13) oder des Druckes
durch Gl. (I.3.22)) wird für die Bestimmung des chemischen Potentials nun die vollständi-
ge Abhängigkeit der Entropie von der Teilchenzahl benötigt. Damit gehen, anders als in
die Temperatur oder den Druck, in das chemische Potential sowohl die Größe (2π~)3N der
Phasenraumzellen als auch der Ununterscheidbarkeitsfaktor N ! ein: Man hat(

∂S

∂N

)

E,V

= kB ln

(
V

N

)
+

3

2
kB ln

(
4πmE

3h2N

)
+

5

2
kB

+NkB

(
− 1

N

)
+

3

2
NkB

(
− 1

N

)

= kB ln

(
V

N

)
+

3

2
kB ln

(
4πmE

3h2N

)
(I.3.31)

und findet nach Gl. (I.3.28) und mit kBT (E, V,N) = 2E/(3N) das mikrokanonische
chemische Potential des idealen Gases in der Form

µ(E, V,N) = −E

N

[
2

3
ln

(
V

N

)
+ ln

(
4πmE

3h2N

)]
. (I.3.32)

Das chemische Potential des klassischen idealen Gases hängt daher explizit von der Planck-
schen Konstante ab.

I.4 Die Gibbs’sche Form und die Gibbs–Duhem-Beziehung

Die bisherigen Überlegungen zur statistisch-mechanischen Berechnung der thermodyna-
mischen Eigenschaften makroskopischer Systeme liefern zusammengefasst den folgenden

”
mikrokanonischen Formalismus“ :

1. Ausgangspunkt einer semiklassischen mikrokanonischen Beschreibung ist das mit
dem quantenmechanischen Faktor (2π~)3NN ! gewichtete Volumen (I.1.18) des ei-
nem Makrozustand energetisch zugänglichen Teils des klassischen Phasenraums,

Ω(E, V,N) =
1

(2π~)3NN !

∫

H(p,q)≤E

d3Np d3Nq . (I.4.1)

Hier geht die Hamiltonfunktion und damit die mikroskopische Beschaffenheit des
Systems ein.
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2. Die Größe, die im mikrokanonischen Ensemble den Zusammenhang zwischen der
mikroskopischen und der makroskopischen Ebene herstellt, ist die Entropie. Sie
liefert ein additives Maß für die Zahl der mikroskopischen Realisierungsmöglich-
keiten eines durch E, V,N beschriebenen Makrozustandes und stimmt überein mit
der phänomenologisch durch den zweiten Hauptsatz eingeführten Zustandsgröße:

S(E, V,N) = kB ln Ω(E, V,N) . (I.4.2)

3. Aus den partiellen Ableitungen der Entropie S(E, V,N) erhält man die intensiven
Zustandsvariablen T, p, µ des Makrozustandes:

1

T
=

(
∂S

∂E

)

V,N

,
p

T
=

(
∂S

∂V

)

E,N

, −µ

T
=

(
∂S

∂N

)

E,V

. (I.4.3)

Auf der makroskopischen Ebene lassen sich nun eine Reihe von Schlussfolgerungen ziehen.
Aufgrund der Beziehungen (I.4.3) gilt offenbar

dS =
1

T
dE +

p

T
dV − µ

T
dN ; (I.4.4)

daraus erhält man sofort

dE = TdS − pdV + µdN . (I.4.5)

Wenn man also die Energie als Funktion von S, V und N betrachtet, kann man sofort
auch die die partiellen Ableitungen dieser Funktion E(S, V,N) angeben:

T =

(
∂E

∂S

)

V,N

, −p =

(
∂E

∂V

)

S,N

, µ =

(
∂E

∂N

)

S,V

. (I.4.6)

Sofern daher entweder S(E, V,N) oder E(S, V,N) bekannt ist, können alle anderen Va-
riablen durch Ableiten berechnet werden. Daher werden diese beiden Funktionen als ther-
modynamische Potentiale bezeichnet.
Die 1-Form (I.4.5) trägt die Bezeichnung Gibbs’sche Fundamentalform. Sie bildet eine
differentielle Fassung des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik und spezifiziert die
verschiedenen Arten des Energieaustausches zwischen einem (Teil-)System und seiner
Umgebung:

1. Werden keine Teilchen ausgetauscht und bleibt das Systemvolumen konstant, kann
sich die Energie des Systems nur ändern, wenn es Wärme aus seiner Umbegung
aufnimmt oder an sie abgibt. Dieser Wärmeaustauch ist immer mit einer Entropie-
änderung des Systems verbunden:

dE = TdS . (I.4.7)
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Abbildung I.1: Gasportion in einem Behälter mit einem verschiebbaren Kolben. Kompri-
miert man das Gas und verkleinert dabei sein Volumen gegen den Gasdruck p um dV , so
wird die Arbeit −pdV an dem Gas verrichtet.

2. Wenn die Entropie und die Teilchenzahl eines Systems festgehalten werden, kann
sich seine Energie ändern, wenn mechanische Arbeit an ihm verrichtet wird, indem
sein Volumen gegen den im System herrschenden Druck verkleinert wird:

dE = −pdV . (I.4.8)

Dieser Zusammenhang lässt sich anhand der Abbildung I.1 verstehen: Wenn ein Gas
durch eine auf einen Kolben mit der Kontaktfläche A wirkende Kraft F quasistatisch
komprimiert wird, ist p = F/A der Druck des Gases. Bei einer Verschiebung des
Kolbens um die Strecke dx verringert sich das Gasvolumen um dV = −Adx; dabei
wird am Gas die Arbeit Fdx = (F/A) d(Ax) = −pdV verrichtet.

3. Schließlich ändert sich die Energie eines Systems, dessen Entropie und Volumen
konstant gehalten werden, wenn es Teilchen mit seiner Umgebung austauscht:

dE = µdN . (I.4.9)

Das chemische Potential µ beschreibt daher die Energieänderung, die mit dem Aus-
tausch eines Teilchens verbunden ist, wenn dabei die Entropie und das Volumen des
Systems konstant gehalten werden. Während es nun sehr einfach ist, das Volumen
eines Gases konstant zu halten, erfordert das Konstanthalten der Entropie bei Hin-
zufügen eines Teilchens eine Absenkung der Temperatur. Im Falle des idealen Gases
ist der mit dieser Temperaturabsenkung verbundene Energieverlust größer als der
mit der Aufnahme des Zusatzteilchens verbundene Energiegewinn; dieser Umstand
erklärt das negative Vorzeichen des Ausdrucks (I.3.32). (Übungsaufgabe! )

Damit drückt die Gibbs’sche Fundamentalform (I.4.5) die Energieerhaltung aus: Wird
einem System Energie in Form von Wärme, mechanischer Arbeit oder mit Teilchenaus-
tausch verbundener chemischer Energie zugeführt oder entzogen, verändert sich die

”
in-

nere“ Energie E des Systems um genau den ausgetauschten Betrag. Für den Fall, dass das
System mehrere

”
Sorten“ von Teilchen enthält, ist für jedes Spezies ein eigenes chemisches

Potential µi einzuführen; die Gibbs’sche Form erhält dann die unmittelbar einsichtige Ge-
stalt

dE = TdS − pdV +
∑

i

µidNi . (I.4.10)
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Man könnte nun vermuten, dass man, um mit Hilfe der Gibbs’schen Form die innere
Energie E eines Systems zu berechnen, zunächst die Koeffizientenfunktionen T (S, V,N),
p(S, V,N) und µ(S, V,N) kennen muss, um dann ein Wegintegral in Raum der Variablen
S, V , N ausführen zu können. Ein typisches thermodynamisches Argument zeigt jedoch,
dass es einfacher geht. Betrachtet man nämlich alle bisher eingeführten Zustandsgrößen,
so zerfallen diese in zwei Gruppen:

• E, S, V , N sind extensiv ;

• T , p, µ sind intensiv .

Die intensiven Größen werden gleich, wenn zwei Systeme
”
in Kontakt“ gebracht werden. In

der Gibbs’schen Form (I.4.5) erscheinen die Zustandsgrößen in den
”
Energie-konjugierten

Paaren“ (T, S), (−p, V ) und (µ,N). Das Produkt der beiden Elemente eines solchen Paa-
res trägt die Dimension einer Energie; je ein Element ist intensiv, das andere extensiv.
Weiterhin sind alle Argumente des thermodynamischen Potentials E = E(S, V,N) ex-
tensiv; andererseits ist E selbst ebenfalls extensiv. Daher muss E linear von seinen Ar-
gumenten abhängen: Bezeichnet λ einen (dimensionslosen)

”
Skalierungsfaktor“, so gilt

offenbar

E(λS, λV, λN) = λE(S, V,N) . (I.4.11)

Damit ist die innere Energe E, als Funktion von S, V und N betrachtet, eine so genannte

”
homogene Funktion ersten Grades“.

• Allgemein heißt eine Funktion f homogen vom Grade r, wenn sie die Eigenschaft

f(λx, λy . . .) = λrf(x, y, . . .) (I.4.12)

besitzt. Durch Differentiation nach λ folgt dann

∂f

∂x
x+

∂f

∂y
y + . . . = rλr−1f ; (I.4.13)

daraus erhält man für λ = 1 den
”
Eulerschen Satz für homogene Funktionen“ :

∂f

∂x
x+

∂f

∂y
y + . . . = rf . (I.4.14)

Bei Anwendung dieses Zusammenhangs auf die homogene Funktion E = E(S, V,N) findet
man nun mit r = 1 die Beziehung

E =

(
∂E

∂S

)

V,N

S +

(
∂E

∂V

)

S,N

V +

(
∂E

∂N

)

S,V

N

= TS − pV + µN . (I.4.15)

Mit Hilfe des Eulerschen Satzes kann man also dE auch ohne genaue Kenntnis der Funk-
tionen T , p und µ integrieren; die auf diese Weise gewonnene thermodynamische Identität
E = TS − pV + µN ist somit eine Folge lediglich der Linearität von E in S, V und N .
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Diese Identität besitzt eine wichtige Konsequenz: Einerseits verlangt sie

dE = TdS + SdT − pdV − V dp+ µdN +Ndµ , (I.4.16)

andererseits hat man die Gibbs’sche Form (I.4.5), also

dE = TdS − pdV + µdN .

Das erfordert nun

0 = SdT − V dp+Ndµ ; (I.4.17)

diese Gleichung wird als Gibbs–Duhem-Beziehung bezeichnet. Sie besagt, dass die drei
intensiven Größen T , p, und µ nicht voneinander unabhängig sind: Geht man nämlich aus
von einem Gleichgewichtssystem und ändert T um dT sowie p um dp, so legt Gl. (I.4.17)
die zugehörige Änderung dµ von µ fest; diese dritte Größe kann also nicht mehr un-
abhängig von den anderen variiert werden. Daher ist eine vollständige Beschreibung eines
thermodynamischen Systems mit Hilfe nur der intensiven Variablen T , p und µ nicht
möglich; es gibt somit kein thermodynamisches Potential, das diese drei Variablen als
Argumente besitzt.

I.5 Das kanonische Ensemble und die Freie Energie

Bisher wurde ein von seiner Umgebung isoliertes System betrachtet und im Rahmen
des zugehörigen mikrokanonischen Ensembles statistisch behandelt: Die Energie E aller
Ensemblemitglieder war

”
scharf“ vorgegeben; als thermodynamische Potentiale wurden

die Entropie S = S(E, V,N) und die innere Energie E = E(S, V,N) des Systems erkannt.
Dieses mikrokanonische Ensemble ist jedoch häufig

”
technisch schwierig”, da die explizite

Berechnung der benötigten hochdimensionalen Phasenraumvolumina (I.1.18) insbesonde-
re für wechselwirkende Systeme nur in Ausnahmefällen bewältigt werden kann. Darüber
hinaus ist es häufig auch physikalisch realistischer, nicht die Energie, sondern vielmehr
die Temperatur als primäre Variable zu betrachten.
Wenn nämlich das untersuchte System im thermischen Kontakt mit einem (größeren) zwei-
ten System steht, nehmen beide Systeme durch Energieaustausch die gleiche Temperatur
an. Wenn nun das zweite System sehr viel größer ist als das erste, wie in Abbildung I.2
skizziert, dann ist die Energie, die es dabei aufnimmt oder abgibt, im Vergleich zu sei-
ner mittleren Energie völlig vernachlässigbar. In diesem Fall dient das zweite System als
(Energie-) Reservoir und prägt dem ersten seine Temperatur auf; ein solches Reservoir
wird daher häufig auch als Wärmebad bezeichnet.
Sei nun E0 die Energie des Gesamtsystems, bestehend aus dem

”
eigentlichen“ System und

einem Reservoir. Dieses Gesamtsystem soll nach wie vor thermisch isoliert sein, muss also
mikrokanonisch behandelt werden.
Aufgrund des thermischen Kontaktes mit dem Reservoir (das durch den Index

”
2“ ge-

kennzeichnet werden soll) ist die Energie des Systems (Index
”
1“) selbst im Gleichgewicht

nicht scharf fixiert; die Systemenergie fluktuiert im Laufe der Zeit. Daher kann das System
nun jeden Phasenraumpunkt (p, q) erreichen; seine Phasenraumverteilungsfunktion wird
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Abbildung I.2: Ein System (Index
”
1“) nimmt im thermischen Kontakt mit einem sehr

viel größeren Reservoir (Index
”
2“) dessen Temperatur T an.

also nicht mehr durch die mikrokanonische Gleichverteilung (I.1.8) auf der Energieschale
gegeben. Es muss nun ein neues statistisches Ensemble konstruiert werden, dessen Mit-
glieder zwar weiterhin das gleiche Volumen und die gleiche Teilchenzahl, aber nicht mehr
die gleiche Energie, sondern stattdessen die gleiche Temperatur besitzen sollen; dieses
Ensemble wird als kanonisches Ensemble bezeichnet.
Gesucht wird daher nun die

”
kanonische“ Wahrscheinlichkeitsdichte ̺k.E.(p, q) dafür, das

System in einem beliebigen Phasenraumpunkt (p, q) mit der Energie E1 = H(p, q) zu
finden. Wichtig dabei ist, dass dieser Phasenraumpunkt nur das das betrachtete System
beschreibt (also nicht das mikrokanonische Gesamtsystem

”
System + Reservoir“, dessen

Energie E0 = E1 +E2 konstant bleibt) und H(p, q) die Hamiltonfunktion nur dieses Sys-
tems ist; die Kenntnis der Hamiltonfunktion des Reservoirs wird nicht vorausgesetzt. Von
entscheidender Bedeutung ist dann die folgende Feststellung, die das System mit seiner
Umgebung, also mit dem Reservoir verbindet: Für jeden beliebigen Systemzustand (p, q)
mit einer Energie E1 = H(p, q) ist die Wahrscheinlichkeit seines Auftretens proportio-
nal zur Anzahl Ω2(E2, V2, N2) der Mikrozustände, die dem Reservoir bei der Energie
E2 = E0 −E1 zur Verfügung stehen. Es gilt daher zunächst

̺k.E.(p, q) ∝ Ω2(E2, V2, N2) = exp
(
S2(E0 −E1, V2, N2)/kB

)
. (I.5.1)

Nach Voraussetzung ist die Systemenergie E1 sehr viel kleiner als die Energie E2 des Reser-
voirs und daher auch als die Gesamtenergie, E1 ≪ E0, so dass sich für die rechte Seite der
Gl. (I.5.1) eine Taylorentwicklung um E0 anbietet. Da die Reservoirentropie S2(E2, V2, N2)
sehr viel langsamer mit E2 wächst als die Zustandszahl Ω2(E2, V2, N2), ist die Entwicklung
dieser Entropie S2 sinnvoller als die von Ω2:

S2(E0 − E1) = S2(E0) − E1
∂S2

∂E2

∣∣∣∣
E0

+
1

2
E2

1

∂2S2

∂E2
2

∣∣∣∣
E0

+ . . . . (I.5.2)

Nun ist im Gleichgewicht

∂S2

∂E2

=
1

T
;

∂2S2

∂E2
2

=
∂

∂E2

1

T
= − 1

T 2

∂T

∂E2

. (I.5.3)
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Da die Temperatur T eine intensive Größe ist, während die Energie des Reservoirs mit
seiner Teilchenzahl wächst, E2 = O(N2), ist ∂T/∂E2 = O(1/N2). Der quadratische Term
in der Entwicklung (I.5.2) ist also um einen Faktor der Ordnung O(1/N2) kleiner als der
lineare Term und damit völlig vernachlässigbar;18 die Idee des Reservoirs impliziert ja den
formalen Grenzübergang N2 → ∞.
Noch ein weiteres Detail ist zu beachten: Der

”
Entwicklungspunkt“ in Gl. (I.5.2) ist

nicht die Reservoirenergie E2 = E0 − E1, sondern die Gesamtenergie E0. Da aber dieser
Unterschied einmal mehr wegen der Dominanz des Reservoirs vernachlässigt werden darf,
tritt im linearen Term der Entwicklung tatsächlich die inverse gemeinsame Temperatur
auf,

∂S2

∂E2

∣∣∣∣
E0

≈ ∂S2

∂E2

∣∣∣∣
E2

=
1

T2
=

1

T
. (I.5.4)

Bricht man daher die Entwicklung (I.5.2) nach dem linearen Term ab und setzt sie in die
Beziehung (I.5.1) ein, ergibt sich nun die strenge Proportionalität

̺k.E.(p, q) ∝ exp

(
− E1

kBT

)
, (I.5.5)

wobei E1 = H(p, q) die zum Phasenraumpunkt (p, q) gehörende Energie des Systems
bezeichnet. Während sich also das Argument (p, q) der kanonischen Verteilungsfunktion
̺k.E.(p, q) nur auf den Phasenraum des Systems bezieht, ist das Auftreten des

”
Boltzmann-

Faktors“ exp
(
− E1/(kBT )

)
eine Folge des Energieaustausches des Systems mit seiner

Umgebung; der Zustand der Umgebung fließt nur über den vorgegebenen Temperatur-
parameter T ein.
Die Kenntnis spezifischer Eigenschaften des Reservoirs (insbesondere die Kenntnis seiner
Funktion Ω2(E2, V2, N2)) wird also nicht benötigt; der thermische Kontakt mit dem Re-
servoir wird in universeller Weise durch den Boltzmann-Faktor beschrieben. Folglich kann
das Reservoir im folgenden

”
vergessen“ und auf den

”
Systemindex“ verzichtet werden; es

sei daher nun N1 = N die Teilchenzahl des Systems. Man schreibt dann die normierte

”
kanonische“ Phasenraumdichte dafür, das System in einem Mikrozustand (p, q) mit der

Energie H(p, q) zu finden, in der Form

̺k.E.(p, q) =
1

Z (2π~)3NN !
exp
(
− βH(p, q)

)
, (I.5.6)

wobei der gebräuchliche Parameter

β =
1

kBT
(I.5.7)

18Ein konkretes Beispiel, das diese Abschätzung der Größenordnungen verdeutlicht, liefert erneut das
ideale Gas: Aus den Gln. (I.3.13) und (I.3.14) erhält man sofort

(
∂2S

∂E2

)

V,N

= −3

2

NkB

E2
= − 2

3kBT 2

1

N
.
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eingeführt wurde und die hier als Normierungsfaktor auftretende wichtige Größe Z als
(semiklassische) Zustandssumme bezeichnet wird:

Z(β, V,N) =
1

(2π~)3NN !

∫
d3Np d3Nq e−βH(p,q) ; (I.5.8)

das Integral erstreckt sich dabei über den gesamten Phasenraum des Systems. (Ein solches
uneingeschränktes Integral ist meist sehr viel leichter auszuwerten als eines über eine
mikrokanonische Energieschale!)
Man mag nun die Frage stellen, warum sowohl in die kanonische Phasenraumverteilungs-
funktion (I.5.6) als auch in ihrem Normierungsfaktor (I.5.8) wieder das Zellenvolumen
(2π~)3N und die Ununterscheidbarkeitskorrektur N ! aufgenommen wurden, die zwar bei
der Berechnung der mikrokanonischen Zustandszahl (I.1.18) auftreten, sich jedoch hier
offensichtlich herauskürzen. Die Zweckmäßigkeit dieser Konvention wird durch die folgen-
de Überlegung deutlich: Die Wahrscheinlichkeit Pk.E.(E) dafür, dass ein Makrozustand
eines Systems im thermischen Kontakt mit einer Umgebung der Temperatur T die Ener-
gie E besitzt, ergibt sich durch Zusammenfassung aller mit dieser Energie verträgli-
chen Mikrozustände, also aller Mikrozustände innerhalb einer geeigneten Energieschale
E − ∆E ≤ H(p, q) ≤ E, zu

Pk.E.(E) =

∫

E−∆E≤H(p,q)≤E

d3Np d3Nq ̺k.E.(p, q)

=
1

Z (2π~)3NN !

∫

E−∆E≤H(p,q)≤E

d3Np d3Nq exp
(
− βH(p, q)

)

=
1

Z
Ω(E) exp(−βE)

=
1

Z
exp
(
S(E)/kB −E/(kBT )

)

=
1

Z
exp

(
− 1

kBT
[E − TS(E)]

)
. (I.5.9)

Hier wird also zunächst vorausgesetzt, dass die Schalendicke ∆E derart gering ist, dass
H(p, q) innerhalb der Schale durch den konstanten Wert E ersetzt werden darf. Dann
wird ausgenutzt, dass das Schalenvolumen wie üblich durch das Volumen des zugehöri-
gen Vollkörpers gegeben wird, so dass man mit Gl. (I.1.18) die Zahl Ω(E) = Ω1(E) der
Mikrozustände des Systems bei der Energie E erhält.19 Nun wächst Ω(E) sehr stark mit
der Energie E an, während der Boltzmann-Faktor exponentiell mit E abfällt. Die Wahr-
scheinlichkeit (I.5.9) besitzt daher in Abhängigkeit von E ein sehr scharfes Maximum.
Bei vorgegebener Umgebungstemperatur T tritt dieses Maximum bei derjenigen Ener-
gie E auf — bzw. wird das System mit erdrückender Wahrscheinlichkeit bei derjenigen
Energie E angetroffen —, für die das negative, mit kBT multiplizierte Argument der
Exponentialfunktion in der letzten Zeile von Gl. (I.5.9), d.h. der Ausdruck

E − TS(E, V,N) ≡ F (I.5.10)

19Zur Sicherheit: Die vorher benutzte Zustandszahl Ω2(E2, V2, N2) des Reservoirs ist hier irrelevant!
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sein Minimum annimmt. Das verlangt

∂F

∂E
= 1 − T

∂S(E, V,N)

∂E
= 0 , (I.5.11)

oder

∂S(E, V,N)

∂E
=

1

T
: (I.5.12)

Im Gleichgewicht stimmt die inverse Systemtemperatur — die linke Seite der Gl. (I.5.12)
— mit der vom Reservoir aufgeprägten inversen Temperatur — der rechten Seite der
Gl. (I.5.12) — überein. Da durch diese Bedingung der wahrscheinlichste Wert der System-
energie in Abhängigkeit von der vorgegebenen Temperatur festgelegt wird, hängt die in
Gl. (I.5.10) eingeführte Größe F , die im Gleichgewicht minimal wird, außer vom Volu-
men V und der Teilchenzahl N nur von der Temperatur ab: F = F (T, V,N).
Eine physikalische Interpretation dieser neuen Zustandsgröße F (T, V,N), die ein System
im kanonischen Ensemble charakterisiert, folgt aus der Gibbs’schen Form (I.4.5): Für ein
Gas, das im thermischen Kontakt mit einem Wärmebad der Temperatur T quasistatisch
einen Kolben bewegt, gilt die Beziehung

dE − TdS = d(E − TS)

= dF

= −pdV + µdN . (I.5.13)

Wenn zudem die Teilchenzahl N konstant gehalten wird, ist dF = −pdV die Arbeit, die
bei der Volumenänderung am Gas verrichtet wird. Daher ist

∫ B

A

pdV = −
∫ B

A

dF = F (A) − F (B) (I.5.14)

die Arbeit, die dem System bei einer isothermen Zustandsänderung vom Zustand A in
den Zustand B entnommen werden kann: Bei isothermer Prozessführung wird folglich
die

”
mechanisch verwertbare“ Energie nicht durch die Differenz der

”
inneren“ System-

energie E zwischen Anfangs- und Endzustand beschrieben, sondern duch die Differenz
der Zustandsgröße F = E − TS. Denn während das expandierende Gas Arbeit leistet,
bleibt es in Kontakt mit dem Wärmebad und kühlt sich daher nicht ab. Man bezeichnet
diese Größe F = E − TS, die Auskunft über den mechanisch nutzbaren

”
freien“ Anteil

der Energie vermittelt, also den Anteil, der nicht in der thermischen Zufallsbewegung
gebunden und in diesem Sinne

”
unfrei“ bleibt, als (Helmholtzsche) Freie Energie. Es

bleibt aber zu beachten, dass sich diese Deutung stets auf eine Differenz (I.5.14) bezieht;
F selbst kann auch negativ sein.
Das mathematische Verständnis des Konstruktionsprinzips der Zustandsgröße F (T, V,N)
erfordert die geometrische Interpretation der Legendre-Transformation:

• Gegeben sei eine Funktion y = y(x); diese Funktion soll durch die neue Variable
ξ = dy

dx
, also durch die Steigung ihres Graphen bei x, beschrieben werden.
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Zur Lösung dieser Aufgabe ist zunächst zu fordern, dass die Funktion ξ(x) = dy(x)
dx

eindeutig nach x aufgelöst werden kann: Es darf nicht an zwei Stellen x die gleiche
Steigung auftreten; der Graph der Funktion y = y(x) muss also konvex oder konkav
sein. Wenn diese Voraussetzung erfüllt ist, kann das

”
alte“ Argument x als Funktion

des
”
neuen“ Argumentes ξ dargestellt werden: x = x(ξ).

Man könnte jetzt versucht sein, einfach y auf die neue Variable ξ umzuschreiben.
Dann erhielte man eine Beziehung der Form

y = y
(
x(ξ)

)
≡ f(ξ) .

Aber: Die Kenntnis nur dieser neuen Funktion y = f(ξ) reicht nicht aus, um die
ursprüngliche Kurve y = y(x) zu rekonstruieren. Man hat ja nun

y = f

(
dy

dx

)
oder

dy

dx
= f−1(y) .

Ist y = y(x) eine Lösung dieser Differentialgleichung, dann auch y(x + c) mit ei-
ner beliebigen Konstanten c; zum Beispiel wird die Gleichung dy

dx
= y gelöst durch

y = ex+c . Daher erhält man wegen der Freiheit der Integrationskonstanten nicht nur
eine Kurve, sondern eine ganze Schar parallel verschobener Kurven. Die ursprüng-
liche Kurve gehört zwar zu dieser Schar, kann jedoch in dieser Schar nicht mehr
identifiziert werden: Man hat

”
Information verloren“.

Um dennoch eine Funktion der Steigung ξ anzugeben, die die gesamte Informati-
on der ursprünglichen Funktion y = y(x) enthält, stellt man den Graphen dieser
Funktion als Einhüllende seiner Tangenten dar: Jede Tangente wird festgelegt durch
die Steigung ξ der Kurve im Berührpunkt und ihren Achsabschnitt ŷ ; zu jedem ξ
gehört ein eindeutig bestimmtes ŷ :

ŷ = ŷ(ξ) .

Wegen (Steigungsdreieck!)

ξ =
y − ŷ

x− 0

findet man für den Achsabschnitt in Abhängigkeit von der Steigung den Ausdruck

ŷ(ξ) = y
(
x(ξ)

)
− ξx(ξ) .

Diese neue Funktion ŷ(ξ) heißt Legendre-Transformierte von y(x). Sie beschreibt
per Konstruktion dieselbe Kurve wie die ursprüngliche Funktion, nun allerdings
in Abhängigkeit von der neuen Variablen ξ = dy

dx
, ohne dass Information verloren

wurde: Die Legendre-Transformation ermöglicht einen Wechsel der unabhängigen
Variablen ohne Informationsverlust.
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Daher entspricht die Konstruktion der Freien Energie nach dem Schema

F (T, V,N) = E
(
S(T, V,N), V, N

)
− TS(T, V,N) (I.5.15)

mit der neuen Variablen

T =

(
∂E

∂S

)

V,N

(I.5.16)

einer Legendre-Transformation des thermodynamischen Potentials E(S, V,N) für den Va-
riablenwechsel

”
S → T“: Die neue Variable ist die Ableitung der alten Funktion nach der

alten Variablen; die neue Funktion ergibt sich aus der alten durch Einsetzen zusammen
mit der

”
Achsabschnittskorrektur“. Allerdings wurde bei diesem schematischen Vorgehen

die Konvexität bzw. Konkavität der zu transformierenden Funktion nicht explizit geprüft!
Da nun der Ausgangspunkt der Transformation (I.5.15) ein thermodynamisches Potential
war und bei der Transformation keine Information verloren wird, muss auch das Resultat
der Transformation, also die Freie Energie, wieder ein thermodynamisches Potential sein,
so dass die fehlenden thermodynamischen Größen aus den partiellen Ableitungen von F
bestimmbar sein müssen. In der Tat erhält man aus Gl. (I.5.15) sofort die Beziehungen

∂F

∂T
=

∂E

∂S

∂S

∂T
− S − T

∂S

∂T
= −S(T, V,N) ,

∂F

∂V
=

∂E

∂S

∂S

∂V
+
∂E

∂V
− T

∂S

∂V
= −p(T, V,N) ,

∂F

∂N
=

∂E

∂S

∂S

∂N
+
∂E

∂N
− T

∂S

∂N
= µ(T, V,N) . (I.5.17)

Damit ist auch explizit gezeigt, dass F = F (T, V,N) ein thermodynamisches Potential
darstellt; es wird benutzt, wenn die Variablen T, V,N durch die physikalische Problem-
stellung vorgegeben werden.
Von großer Bedeutung ist die Tatsache, dass die Freie Energie auch ohne den Umweg über
die Legendre-Transformation der zuvor mikrokanonisch zu gewinnenden Potentialfunktion
E(S, V,N) berechnet werden kann: Da es ja

”
praktisch sicher“ ist, dass ein makroskopi-

sches System im thermischen Kontakt mit einem Reservoir der Temperatur T diejenige
Energie besitzt, die den Ausdruck F = E−TS minimiert, wird die Verteilung (I.5.9) von
den minimierenden Mikrozuständen innerhalb der zugehörigen Energieschale so gut wie
ausgeschöpft. Man kann daher in sehr guter Näherung den Logarithmus aus der Summe
über alle Wahrscheinlichkeiten — also ln(1) = 0 — durch den Logarithmus des maximalen
Beitrags ersetzen,

ln

(
1

Z
exp[−βF (T, V,N)]

)
= ln(1) , (I.5.18)

und findet mit dieser Maximumsnäherung sofort

F (T, V,N) = −kBT lnZ(T, V,N) . (I.5.19)
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Die Freie Energie ist somit proportional zum Logarithmus der kanonischen Zustands-
summe (I.5.8) und kann daher ohne jedweden Rückgriff auf das mikrokanonische Ensem-
ble berechnet werden. Damit lassen sich die wesentlichen Zusammenhänge für das kano-
nische Ensemble nun in einen Formalismus gießen, der dem zu Beginn des Abschnitts I.4
angegebenen mikrokanonischen Schema genau entspricht:

1. Ausgangspunkt der kanonischen Beschreibung eines klassischen thermodynamischen
Systems mit der Hamiltonfunktion H(p, q) und dem gegebenen Temperaturparameter
β = 1/(kBT ) ist die Zustandssumme (I.5.8),

Z(T, V,N) =
1

(2π~)3NN !

∫
d3Np d3Nq e−βH(p,q) , (I.5.20)

die jeden Punkt (p, q) des Phasenraums mit dem Boltzmann-Faktor exp(−βH(p, q))
gewichtet.

2. Die Größe, die im kanonischen Ensemble den Zusammenhang zwischen der mikro-
skopischen und der makroskopischen Ebene herstellt, ist die Freie Energie F . Bei
isothermer Prozessführung beschreibt die Differenz ihrer Werte zwischen Anfangs-
und Endpunkt die mechanisch nutzbare oder benötigte Prozessenergie:

F (T, V,N) = −kBT lnZ(T, V,N) . (I.5.21)

3. Aus den partiellen Ableitungen der Freien Energie F (T, V,N) erhält man die feh-
lenden Zustandsvariablen S, p, µ:

(
∂F

∂T

)

V,N

= −S ,

(
∂F

∂V

)

T,N

= −p ,

(
∂F

∂N

)

T,V

= µ . (I.5.22)

Daher besitzt im kanonischen Ensemble die Zustandssumme eine herausragende Stellung
analog zu derjenigen, die im mikrokanonischen Ensemble von der Zustandszahl Ω(E, V,N)
eingenommen wurde. Darüber hinaus kann die Zustandssumme häufig als erzeugende
Funktion einer Observablen aufgefasst werden, so dass die Berechnung des kanonischen
Mittelwertes (oder auch höherer Momente!) dieser Observablen auf eine geeignete Ablei-
tung der Zustandssumme zurückgeführt wird. So erhält man für den kanonischen Erwar-
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tungswert der Energie die bequeme Darstellung20

〈E〉 =

∫
d3Np d3Nq H(p, q) ̺k.E.(p, q)

=
1

ZN ! h3N

∫
d3Np d3Nq H(p, q) e−βH(p,q)

=
1

Z

(
−∂Z
∂β

)

= − ∂

∂β
lnZ . (I.5.23)

Der in dem obigen Schema zusammengefasste
”
kanonische Formalismus“ soll nun zur Ver-

deutlichung und zum Vergleich mit dem in Abschnitt I.3 gewonnenen mikrokanonischen
Resultaten auf das ideale Gas angewandt werden.

Beispiel: Die kanonische Statistik des klassischen idealen Gases

(i) Die kanonische Zustandssumme eines klassischen idealen Gases aus N strukturlosen
Teilchen der Masse m, die zusammen das Volumen V einnehmen, lautet

ZN =
1

N ! h3N

∫
d3Nq d3Np exp

(
−β

N∑

i=1

~p 2
i

2m

)

=
V N

N ! h3N

∫
d3Np exp

(
−

N∑

i=1

~p 2
i

2mkBT

)

=
V N

N ! h3N

(√
2πmkBT

)3N

. (I.5.24)

Die hier auftauchende Größe

λ =
h√

2πmkBT
(I.5.25)

trägt die Dimension einer Länge. Sie entspricht offensichtlich der de Broglie-Wellenlänge
λdB = h/pT eines Teilchens mit einem

”
typischen“ thermischen Impuls pT =

√
2πmkBT ,

dessen Größenordnung mit Hilfe des Äquipartitionstheorems abgeschätzt werden kann:
p2/2m ≈ 3kBT/2 liefert p ≈

√
3mkBT . Unter Benutzung dieser so genannten thermischen

Wellenlänge (I.5.25) erhält die kanonische N -Teilchen-Zustandssumme des klassischen
idealen Gases die besonders einprägsame Form

ZN =
1

N !

(
V

λ3

)N

. (I.5.26)

20Da die Zustandssumme Z den Erwartungswert der kanonischen Verteilung generiert, generiert ihr
Logarithmus lnZ die zugehörigen Kumulanten. So lässt sich leicht zeigen, dass die zweite Ableitung

(
− ∂

∂β

)2

lnZ = 〈E2〉 − 〈E〉2

die zweite Kumulante und damit die kanonischen Energiefluktuationen liefert. (Übungsaufgabe!)
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(Da an dieser Stelle eine durch die Quantenmechanik motivierte Bezugsgröße eingeht,
darf man vermuten, dass die Verwendung der klassischen Statistik ausreichend bleibt,
solange die charakteristische Ausdehnung L = (V/N)1/3 des Volumens pro Teilchen sehr
viel größer ist als λ. Bei sehr tiefen Temperaturen wird λ jedoch beliebig groß; dann wird
man eine quantenmechanische Theorie benötigen!)
Die Kenntnis der Tatsache, dass ZN ∝ β−3N/2, reicht bereits aus, um mit Hilfe der Be-
ziehung (I.5.23) den kanonischen Erwartungswert für die Energie des Gases angeben zu
können:

〈H〉 =
3N

2

1

β
=

3

2
NkBT . (I.5.27)

Damit stimmt dieser kanonische Erwartungswert der Energie mit der Energie (I.3.14)
überein, die ein isoliertes (mikrokanonisches) ideales Gas bei der Temperatur T besitzt.
Mit Hilfe der Stirling-Formel folgt nun

lnZN = N lnV +
3N

2
ln

(
2πmkBT

h2

)
−N lnN +N + O(lnN)

= N

[
ln
V

N
+

3

2
ln

(
2πmkBT

h2

)
+ 1

]
+ O(lnN)

= N

[
ln

(
V

Nλ3

)
+ 1

]
+ O(lnN)

= −βF ; (I.5.28)

daraus erhält man die Freie Energie in der Form

−F = NkBT

[
ln
V

N
+

3

2
ln

(
2πmkBT

h2

)
+ 1

]
+ O(lnN)

= NkBT

[
ln

(
V

Nλ3

)
+ 1

]
+ O(lnN) . (I.5.29)

Für V/(Nλ3) ≫ 1 ist die Freie Energie des idealen Gases somit negativ ! Ihre partielle
Ableitung nach dem Volumen ergibt sofort den Druck:

p = −
(
∂F

∂V

)

T,N

= NkBT
1

V
; (I.5.30)

das ist wieder die bekannte Zustandsgleichung (I.3.23) des idealen Gases, die sich auch
im Rahmen des mikrokanonischen Ensembles ergeben hatte.
Weiterhin liefert die partielle Ableitung der Freien Energie des Gases nach der Temperatur
seine Entropie:

S = −
(
∂F

∂T

)

V,N

= NkB

[
ln
V

N
+

3

2
ln

(
2πmkBT

h2

)
+ 1

]
+NkBT

3

2T

= NkB

[
ln
V

N
+

3

2
ln

(
2πmkBT

h2

)
+

5

2

]

= NkB

[
ln

(
V

Nλ3

)
+

5

2

]
. (I.5.31)
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Wegen E = 3NkBT/2 oder kBT = 2E/(3N) entspricht auch dieser Ausdruck genau dem
mikrokanonischen Resultat (I.3.30).

Es bleibt noch das chemische Potential zu berechnen:

µ =

(
∂F

∂N

)

T,V

= −kBT

[
ln
V

N
+

3

2
ln

(
2πmkBT

h2

)
+ 1

]
−NkBT

(
− 1

N

)

= −kBT

[
ln
V

N
+

3

2
ln

(
2πmkBT

h2

)]

= −kBT ln

(
V

Nλ3

)
. (I.5.32)

Auch das entspricht genau dem schon bekannten mikrokanonischen Ausdruck (I.3.32).

Die hier gemachte Beobachtung, dass bei hinreichend großen Teilchenzahlen (so groß, dass
die Stirling-Formel eine sehr gute Näherung liefert) und entsprechend großen Volumina
die

”
kanonischen“ Resultate mit denen des mikrokanonischen Ensembles übereinstimmen,

liefert ein Beispiel für die Äquivalenz der thermodynamischen Ensembles im thermodyna-
mischen Limes , d.h. im formalen Grenzfall N → ∞ und V → ∞ bei konstanter Dichte
N/V : Wenn ein System sehr groß ist, fungiert es praktisch als sein eigenes Wärmebad, so
dass das mikrokanonische und das kanonische Ensemble ineinander übergehen. Die Wahl
des Ensembles ist dann lediglich eine Frage der (rechentechnischen) Zweckmässigkeit.
Abschließend soll noch eine weitere einfache, aber sehr wichtige Anwendung des kanoni-
schen Formalismus behandelt werden:

Beispiel: Die Maxwell-Boltzmannsche Geschwindigkeitsverteilung für reale Gase

Für ein nicht unbedingt ideales Gas mit einem beliebigen Potential V (~r1, . . . , ~rN), das die
Wechselwirkung zwischen den Teilchen beschreibt, also für ein System mit der Hamilton-
funktion

H(p, q) =

N∑

i=1

~p 2
i

2m
+ V (~r1, . . . , ~rN) , (I.5.33)

erhält man die Wahrscheinlichkeit dw(p) dafür, ein klassisches Teilchen (z.B. dasjenige mit
dem Index

”
1“) im Impulsintervall zwischen p und p+dp zu finden, durch Ausintegration

der uninteressanten anderen Impulse ~p2, . . . , ~pN und aller Ortskoordinaten:

dw(p) =
1

Z̃
4πe−βp2/(2m)p2 dp . (I.5.34)

Die Berechnung des Normierungsfaktors Z̃ geht aus von der bekannten Identität
∫ +∞

−∞
dx e−αx2

=

√
π

α
für α > 0 ; (I.5.35)

daraus erhält man weiter
∫ +∞

−∞
dxx2e−αx2

= − d

dα

√
π α−1/2 =

1

2

√
π α−3/2 (I.5.36)
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sowie
∫ +∞

−∞
dxx4e−αx2

= − d

dα

1

2

√
π α−3/2 =

3

4

√
π α−5/2 . (I.5.37)

Die Benutzung des Integrals (I.5.36) erlaubt nun die Bestimmung von Z̃:

1 =

∫ ∞

0

dw(p) =
1

Z̃
4π

∫ ∞

0

e−βp2/(2m)p2 dp

=
1

Z̃
4π

1

4

√
π (2mkBT )3/2

=
1

Z̃
(2πmkBT )3/2 . (I.5.38)

Die resultierende Verteilung des Impulses der Gasteilchen,

dw(p) = (2πmkBT )−3/24π e−βp2/(2m)p2 dp , (I.5.39)

heißt Maxwell-Verteilung. Häufig betrachtet man auch die zugehörige Verteilung der Ge-
schwindigkeit (

”
Maxwell-Boltzmannsche Geschwindigkeitsverteilung“), die offenbar durch

dw(v) =

(
m

2πkBT

)3/2

exp

(
− mv2

2kBT

)
4πv2 dv (I.5.40)

gegeben wird. Sie gilt in dieser Form für beliebige klassische reale Gase!

Den Erwartungswert für die kinetische Energie eines Teilchens eines solchen Gases erhält
man dann mit Hilfe des Integrals (I.5.37):

〈
~p 2

2m

〉
=

1

2m

∫ ∞

0

dw(p) p2

= (2πmkBT )−3/2 4π

2m

∫ ∞

0

e−βp2/(2m)p4 dp

= (2πmkBT )−3/2 2π

m

3

8

√
π (2mkBT )5/2

= 2mkBT
3

4m

=
3

2
kBT . (I.5.41)

Für ein ideales Gas ist die gesamte Energie E = 〈H〉 kinetischer Natur; in diesem Son-
derfall erhält man sofort das Resultat (I.5.27) zurück.
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I.6 Thermodynamische Potentiale und das großkanonische En-

semble

Bisher wurden die thermodynamischen Potentiale S(E, V,N), E(S, V,N) und F (T, V,N)
eingeführt, wobei

F (T, V,N) = E
(
S(T, V,N), V, N

)
− TS(T, V,N) (I.6.1)

mit

T =

(
∂E

∂S

)

V,N

(I.6.2)

durch eine Legendre-Transformation aus E(S, V,N) hervorgeht. Die Wirkungsweise die-
ser Transformation lässt sich im Differentialkalkül besonders einfach überblicken: Unter
Verwendung der Gibbs’schen Form (I.4.5) hat man

dF = dE − d(TS)

= (TdS − pdV + µdN) − TdS − SdT

= −SdT − pdV + µdN . (I.6.3)

Aus dieser Form ist zunächst erkennbar, dass T , V und N die
”
natürlichen“ Variablen von

F bilden. Weiterhin können auch die partiellen Ableitungen von F nach diesen Variablen
sofort abgelesen werden:

(
∂F

∂T

)

V,N

= −S ,

(
∂F

∂V

)

T,N

= −p ,

(
∂F

∂N

)

T,V

= µ , (I.6.4)

wie bereits aus den Gln. (I.5.17) bekannt ist.
Ebenso wie man durch den Variablenwechsel S → T von dem Potential E(S, V,N) zu
dem Potential F (T, V,N) gelangt, kann man auch durch einen Variablenwechsel V → p
ein neues Potential einführen: Wegen

(
∂E

∂V

)

S,N

= −p (I.6.5)

konstruiert man dazu die Größe

H(S, p,N) ≡ E
(
S, V (S, p,N), N

)
+ pV (S, p,N) , (I.6.6)

die als Enthalpie bezeichnet wird. Für ihr Differential gilt

dH = (TdS − pdV + µdN) + pdV + V dp

= TdS + V dp+ µdN ; (I.6.7)

daher findet man nach bekanntem Muster die Beziehungen
(
∂H

∂S

)

p,N

= T ,

(
∂H

∂p

)

S,N

= V ,

(
∂H

∂N

)

S,p

= µ . (I.6.8)
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Für Prozesse, die bei konstantem Druck und konstanter Teilchenzahl ablaufen, gilt nach
Gl. (I.6.7) der Zusammenhang dH = TdS ≡ δQ, d.h. die Änderung der Enthalpie ist bei
isobarer Prozessführung ohne Teilchenaustausch gleich der übertragenen Wärme.

Schließlich kann man erneut von dem Potential E(S, V,N) ausgehen und beide Variablen-
wechsel S → T und V → p gemeinsam vornehmen; dann erhält man die

”
Gibbs’sche Freie

Energie“ oder das Gibbs’sche Potential G(T, p,N) = E − TS + pV : Es gilt

dG = (TdS − pdV + µdN) − TdS − SdT + pdV + V dp

= −SdT + V dp+ µdN , (I.6.9)

und folglich auch
(
∂G

∂T

)

p,N

= −S ,

(
∂G

∂p

)

T,N

= V ,

(
∂G

∂N

)

T,p

= µ . (I.6.10)

Bei konstantem Druck und konstanter Temperatur wird die Änderung des Gibbs’schen
Potentials durch dG = µdN , also durch den Teilchenaustausch gegeben.

• Eine überaus nützliche Merkhilfe, nämlich das auf der folgenden Seite als Ab-
bildung I.3 wiedergegebene Guggenheim-Quadrat , das von dem englischen Physiko-
chemiker Edward Armand Guggenheim eingeführt wurde, fasst in kompakter Form
diejenigen partiellen Ableitungen der thermodynamischen Potentiale E(S, V,N) ≡
U(S, V,N), F (T, V,N), H(S, p,N) und G(T, p,N) zusammen, bei denen die Teil-
chenzahl N konstant gehalten wird:

An den Seitenmitten dieses Guggenheim-Quadrates steht ein thermodynamisches
Potential, umrahmt von seinen

”
natürlichen“ Variablen (wie etwa F = F (T, V,N) ).

Die partielle Ableitung eines Potentials nach einer der Variablen findet man an derje-
nigen Ecke, die dieser Variablen gegenüberliegt, und zwar mit positivem Vorzeichen,
wenn man diese Ecke in Pfeilrichtung erreicht, sonst mit negativem. So sieht man
z.B. sofort

(
∂U

∂S

)

V,N

= +T ,

(
∂G

∂T

)

p,N

= −S , usw.

Die Anordnung der Symbole an diesem Quadrat lässt sich mit Hilfe sinnreicher
Merksprüche leicht einprägen. Ein sehr berühmtes Beispiel, von unten im Uhrzeiger-
sinn zu lesen:

Good physicists Have Studied Under Very Fine Teachers

— eine Suche in der freien Enzyklopädie
”
Wikipedia“ zum Thema

”
Merksprüche“

fördert noch weitere teils skurrile, aber beliebte Eselsbrücken zutage.21

21Nur zwei von vielen Beispielen: Unheimlich viele Forscher trinkern gerne Pils hinterm Schreibtisch
und Heute steigt unser Verlangen für Themodynamik ganz plötzlich.
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Abbildung I.3: Das Guggenheim-Quadrat: Die thermodynamischen Potentiale U≡E, H ,
F und G stehen an den Seitenmitten, ihre jeweiligen natürlichen Variablen an den be-
nachbarten Ecken. Gelangt man von einer Variablen in Pfeilrichtung zu der gegenüberlie-
genden Ecke, findet man dort die positive partielle Ableitung nach dieser Variablen; geht
man entgegen der Pfeilrichtung, findet man die negative. Die Maxwell-Relationen erhält
man durch Spiegelung an den Mittellinien; ein negatives Vorzeichen tritt auf, wenn bei
dieser Spiegelung die Pfeilrichtungen umgedreht werden.

Aus der Gleichheit der gemischten zweiten Ableitungen eines thermodynamischen Poten-
tials folgen die sogenannten Maxwell-Relationen. Beispiele dafür sind

(
∂T

∂V

)

S,N

=

(
∂2U

∂V ∂S

)

N

=

(
∂2U

∂S ∂V

)

N

= −
(
∂p

∂S

)

V,N

(I.6.11)

oder
(
∂S

∂V

)

T,N

= −
(

∂2F

∂V ∂T

)

N

= −
(

∂2F

∂T ∂V

)

N

=

(
∂p

∂T

)

V,N

. (I.6.12)

• Auch diese Relationen können unmittelbar aus dem Guggenheim-Quadrat abglesen
werden: Die abzuleitende Größe findet sich an einer Ecke, die Variable, nach der
abgeleitet wird, an einer benachbarten Ecke; die (von N verschiedene) festzuhal-
tende Variable ist dann an der folgenden Ecke zu finden. Das Resultat ergibt sich
durch Spiegelung an derjenigen Mittellinie, die parallel zu der Verbindung der ers-
ten beiden Ecken verläuft; ein negatives Vorzeichen tritt auf, wenn sich bei dieser
Spiegelung die Pfeilrichtungen umkehren.

Natürlich sind auch Legendre–Transformationen erlaubt, die den Variablenwechsel N → µ
ermöglichen. Besonders interessant ist dann das Potential, das von T , V und µ abhängt;
es besitzt keinen besonderen Namen und soll hier mit K(T, V, µ) bezeichnet werden. (Zur
Erinnerung: Ein Potential, das von den drei intensiven Variablen T , p und µ abhängt, ist
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aufgrund der Gibbs–Duhem-Beziehung (I.4.17) nicht möglich!) Zur Konstruktion dieses
Potentials geht man erneut aus von der Gibbs’schen Form

dE = TdS − pdV + µdN , (I.6.13)

benutzt die neuen Variablen
(
∂E

∂S

)

V,N

= T und

(
∂E

∂N

)

S,V

= µ , (I.6.14)

und konstruiert das gewünschte Potential

K(T, V, µ) = E
(
S(T, V, µ), V, N(T, V, µ)

)
− TS(T, V, µ) − µN(T, V, µ) . (I.6.15)

Sein Differential lautet offenbar

dK = −SdT − pdV −Ndµ , (I.6.16)

also gilt weiter
(
∂K

∂T

)

V,µ

= −S ,

(
∂K

∂V

)

T,µ

= −p ,

(
∂K

∂µ

)

T,V

= −N . (I.6.17)

Man erkennt aus der Tatsache, dass nun die Variablen T , V und µ vorgegeben sind, dass
dieses Potential K(T, V, µ) ein System in Kontakt mit einem Reservoir beschreibt, mit
dem es Energie und Teilchen austauschen kann; dieser kombinierte Energie- und Teil-
chenaustausch ist charakteristisch für das großkanonische Ensemble. Sowohl die Energie
als auch die Teilchenzahl der einzelnen Ensemblemitglieder fluktuieren; die Temperatur T
und das chemische Potential µ werden dem System dagegen vom Reservoir aufgeprägt.

Um die Verteilungsfunktion ̺g.E.(p, q;N) für dieses Ensemble zu finden, können die be-
reits in Abschnitt I.4 für das kanonische Ensemble benutzten Argumente direkt über-
tragen werden: Man betrachte ein System (Index

”
1“) in Kontakt mit einem Wärme-

und Teilchenreservoir (Index
”
2“), wobei das Gesamtsystem (also

”
System + Reservoir“)

isoliert sein soll und somit der mikrokanonischen Statistik unterliegt. Die konstante Ge-
samtenergie sei E0, die konstante Gesamtteilchenzahl N0. Die Wahrscheinlichkeit für das
Auftreten eines bestimmten Mikrozustandes des Systems mit den Zustandsvariablen E1,
V1, N1 ist proportional zur Anzahl der Realisierungsmöglichkeiten des Reservoirs bei der
Energie E2 = E0 − E1 und der Teilchenzahl N2 = N0 −N1:

̺g.E.(p, q;N1) ∝ Ω2(E2, V2, N2) = exp
(
S2(E0 −E1, V2, N0 −N1)/kB

)
. (I.6.18)

(Dabei liefert natürlich der Phasenraumpunkt (p, q) nach Einsetzen in die N1-Teilchen-
Hamiltonfunktion des Systems den Wert HN1

(p, q) = E1.) Da sowohl E0 ≫ E1 als auch
N0 ≫ N1, kann die Taylorentwicklung der Reservoirentropie erneut nach den linearen
Gliedern abgebrochen werden:

S2(E0 − E1, N0 −N1) = S2(E0, N0) − E1
∂S2

∂E2

∣∣∣∣
E0

−N1
∂S2

∂N2

∣∣∣∣
N0

+ . . . . (I.6.19)
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Mit

∂S2

∂E2

∣∣∣∣
E0

≈ ∂S2

∂E2

∣∣∣∣
E2

=
1

T
(I.6.20)

und

∂S2

∂N2

∣∣∣∣
N0

≈ ∂S2

∂N2

∣∣∣∣
N2

= −µ

T
(I.6.21)

findet man nach Einsetzen der Entwicklung (I.6.19) in die Proportionalität (I.6.18) und
anschließender Normierung sofort die großkanonische Verteilungsfunktion

̺g.E.(p, q;N1) =
1

Z(2π~)3N1N1!
exp

(
− E1

kBT
+
N1µ

kBT

)
, (I.6.22)

wobei der Normierungsfaktor Z = Z(T, V, µ) als (semiklassische) großkanonische Zu-
standssumme bezeichnet wird:

Z(T, V, µ) =

∞∑

N=0

1

(2π~)3NN !

∫
d3Np d3Nq exp

(
− β [HN(p, q) − µN ]

)
. (I.6.23)

Auch diese in den jeweiligen Phasenräumen der N -Teilchen-Systeme
”
verankerte“ Größe

besitzt eine unmittelbare Verbindung zu den experimentell leicht zugänglichen, makro-
skopischen Variablen: Für

”
große“ Systeme wird die großkanonische Verteilung (I.6.22)

durch die wahrscheinlichsten Mikrozustände so gut wie ausgeschöpft; deren Anzahl ist
Ω1(E1, V1, N1) = exp

(
S1(E1, V1, N1)/kB

)
. Damit hat man in sehr guter (Maximums-)

Näherung

lnZ =
S

kB
− 1

kBT
(E − µN)

= − 1

kBT
(E − TS − µN) . (I.6.24)

(Man vergleiche die Begründung dieser großkanonischen Beziehung mit der dazu völlig
parallellaufenden Argumentation, die zu der kanonischen Gleichung (I.5.19) führte!) Unter
Verwendung der thermodynamischen Identität (I.4.15), also

E = TS − pV + µN ,

wird daraus nun

lnZ =
pV

kBT
. (I.6.25)

Diese Gleichung gewährleistet für das großkanonischen Ensemble den Anschluss der mikro-
skopischen Theorie, die in die großkanonische Zustandssumme auf der linken Seite eingeht,
an die phänomenologisch bekannten Größen auf der rechten Seite und übernimmt damit
hier die Rolle, die die analoge Beziehung

”
F = −kBT lnZ“ im kanonischen Ensemble

spielte.
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I.7 Universelle Beziehungen zwischen Materialgrößen

In den Anwendungen der Thermodynamik interessiert man sich vor allem für Größen,
die ein bestimmtes Material charakterisieren und experimentell leicht zu messen sind. Die
wichtigsten davon sollen hier kurz aufgelistet werden:

1. Die spezifische Wärmekapazität bei festem Volumen (und fester Teilchenzahl) CV ,

CV = T

(
∂S

∂T

)

V,N

= −T
(
∂2F

∂T 2

)

V,N

, (I.7.1)

sowie die spezifische Wärmekapazität bei festem Druck Cp,

Cp = T

(
∂S

∂T

)

p,N

= −T
(
∂2G

∂T 2

)

p,N

, (I.7.2)

geben die Wärmemengen an, die bei konstant gehaltenem Volumen bzw. konstant
gehaltenem Druck, also bei isochorer bzw. isobarer Zustandsänderung, für eine Tem-
peraturänderung des vorliegenden Materials erforderlich sind.

2. Der thermische Expansionskoeffizient α beschreibt die
”
Reaktion“ des Volumens auf

eine Temperaturänderung bei festem Druck:

α =
1

V

(
∂V

∂T

)

p,N

. (I.7.3)

Das natürliche Potential bei Vorgabe der Variablen T , p und N ist das Gibbs’sche
Potential G(T, p,N); für dieses gilt bekanntlich

V =

(
∂G

∂p

)

T,N

. (I.7.4)

Damit erhält man zunächst

α =
1

V

(
∂2G

∂T∂p

)

N

. (I.7.5)

Vertauschung der zweiten Ableitungen entspricht nun der Maxwell-Relation
(
∂V

∂T

)

p,N

= −
(
∂S

∂p

)

T,N

; (I.7.6)

also gilt auch die alternative Darstellung

α = − 1

V

(
∂S

∂p

)

T,N

. (I.7.7)

Durch Messung des thermischen Expansionskoeffizienten erhält man daher Informa-
tionen über die Druckabhängigkeit der Entropie.
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3. Der isochore Spannungskoeffizient β,

β =
1

p

(
∂p

∂T

)

V,N

, (I.7.8)

beschreibt die Antwort des Druckes auf eine Temperaturänderung bei festem Volu-
men.

4. Die isotherme Kompressibilität κT quantifiziert die Reaktion des Volumens auf eine
Druckänderung bei fester Temperatur:

κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)

T,N

; (I.7.9)

bei Berücksichtigung der Gl. (I.7.4) wird daraus

κT = − 1

V

(
∂2G

∂p2

)

T,N

. (I.7.10)

Analog dazu beschreibt die adiabatische Kompressibilität κS die Volumenantwort
bei Druckänderung unter der Bedingung konstanter Entropie:

κS = − 1

V

(
∂V

∂p

)

S,N

. (I.7.11)

Zwischen diesen Materialgrößen existieren universelle Zusammenhänge, die unmittelbar
aus den thermodynamischen Grundbeziehungen folgen und daher für jedes beliebige Ma-
terial erfüllt sein müssen; die experimentelle Überprüfung dieser Zusammenhänge stellt
somit einen wichtigen Test der Theorie dar. Experimentell gut zugängliche Materialgrößen
sind insbesondere die Wärmekapazitäten: Wegen dE = TdS − pdV + µdN hat man
zunächst

CV = T

(
∂S

∂T

)

V,N

=

(
∂E

∂T

)

V,N

. (I.7.12)

Wegen dH = TdS + V dp+ µdN gilt andererseits

Cp = T

(
∂S

∂T

)

p,N

=

(
∂H

∂T

)

p,N

. (I.7.13)

Man beachte: Die hier benutzte Größe H(T, p,N) ist kein thermodynamisches Potential,
sondern entsteht aus dem Potential H(S, p,N) durch Einsetzen von

S(T, p,N) = −
(
∂G

∂T

)

p,N

. (I.7.14)

Dann ist, wie schon aus Gl. (I.7.13) bekannt,
(
∂H

∂T

)

p,N

=

(
∂H

∂S

)

p,N

(
∂S

∂T

)

p,N

= T

(
∂S

∂T

)

p,N

. (I.7.15)
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Nun gilt bei fester Teilchenzahl N

TdS = dE + pdV

=

(
∂E

∂T

)

V,N

dT +

[(
∂E

∂V

)

T,N

+ p

]
dV . (I.7.16)

Die hier benötigte partielle Ableitung, die die Volumenabhängigkeit der Energie be-
schreibt, führt man mit folgender, für die Thermodynamik typischen Überlegung auf
leichter zugängliche Größen zurück: Da das Differential

dS =
1

T

(
∂E

∂T

)

V,N

dT +
1

T

[(
∂E

∂V

)

T,N

+ p

]
dV (I.7.17)

exakt ist, sind die gemischten zweiten Ableitungen von S vertauschbar. Man findet daher

1

T

∂2E

∂V ∂T
=

∂

∂T

[
1

T

(
∂E

∂V

)

T,N

+
p

T

]

V,N

= − 1

T 2

(
∂E

∂V

)

T,N

+
1

T

∂2E

∂T∂V
− p

T 2
+

1

T

(
∂p

∂T

)

V,N

, (I.7.18)

und daraus sofort die gesuchte Beziehung
(
∂E

∂V

)

T,N

= T

(
∂p

∂T

)

V,N

− p . (I.7.19)

Einsetzen in Gl. (I.7.16) sowie Benutzung der Zustandsgleichung V = V (T, p) liefert dann

TdS =

(
∂E

∂T

)

V,N

dT + T

(
∂p

∂T

)

V,N

[(
∂V

∂T

)

p,N

dT +

(
∂V

∂p

)

T,N

dp

]
. (I.7.20)

Für eine Temperaturänderung bei festem Druck folgt

T

(
∂S

∂T

)

p,N

=

(
∂E

∂T

)

V,N

+ T

(
∂p

∂T

)

V,N

(
∂V

∂T

)

p,N

, (I.7.21)

also mit den Gln. (I.7.12) und (I.7.13)

Cp − CV = T

(
∂p

∂T

)

V,N

(
∂V

∂T

)

p,N

= T

(
∂p

∂T

)

V,N

(
∂T

∂V

)

p,N

(
∂V

∂T

)2

p,N

. (I.7.22)
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Betrachtet man nun das p−V -Diagramm des Materials, so definiert darin jede Isotherme
eine Funktion, die die Abhängigkeit des Volumens vom Druck bei fester Temperatur be-
schreibt. Die Ableitung dieser impliziten Funktion wird gegeben durch (Übungsaufgabe! )

(
∂V

∂p

)

T,N

= −

(
∂T

∂p

)

V,N(
∂T

∂V

)

p,N

, (I.7.23)

was gerne in der bequem zu merkenden Form

(
∂p

∂T

)

V,N

(
∂T

∂V

)

p,N

(
∂V

∂p

)

T,N

= −1 (I.7.24)

angegeben wird; daraus folgt

(
∂p

∂T

)

V,N

(
∂T

∂V

)

p,N

= −
(
∂p

∂V

)

T,N

. (I.7.25)

Mit dieser Beziehung erhält man aus Gl. (I.7.22) sowie den Definitionen (I.7.3) und (I.7.9)
schließlich einen ersten universellen Zusammenhang zwischen verschiedenen Material-
größen, nämlich

Cp − CV = −T
(
∂p

∂V

)

T,N

(
∂V

∂T

)2

p,N

= −T
(
∂p

∂V

)

T,N

V 2α2

=
TV α2

κT

. (I.7.26)

Zustandsänderungen ohne Wärmeübertrag werden adiabatisch genannt. Es gibt unter
Umständen mehrere adiabatische Zustandsänderungen, die gegebene Anfangs- und End-
zustände verbinden, aber stets ist nur eine davon reversibel, d.h. verläuft ohne Entropie-
produktion. Die reversible Adiabate (d.h. diejenige Kurve im Zustandsdiagramm, die die
adiabatisch-reversible Zustandsänderung angibt) wird als Isentrope bezeichnet.
Nun gilt nach Gl. (I.7.16) und Gl. (I.7.19)

TdS = CV dT + T

(
∂p

∂T

)

V,N

dV ; (I.7.27)

daraus folgt für die reversible Adiabate

CV = −T
(
∂p

∂T

)

V,N

(
∂V

∂T

)

S,N

. (I.7.28)
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Eine ähnliche
”
Adiabatengleichung“ lässt sich auch für CP aufstellen: Bei konstanter Teil-

chenzahl gilt nach Gl. (I.6.7)

TdS = dH − V dp

=

(
∂H

∂T

)

p,N

dT +

[(
∂H

∂p

)

T,N

− V

]
dp . (I.7.29)

Ein
”
Exaktheits“-Argument ähnlich dem, das auf die Beziehung (I.7.19) führte, liefert

den Koeffizienten der Druckabhängigkeit der Enthalpie (Übungsaufgabe! ):

(
∂H

∂p

)

T,N

= V − T

(
∂V

∂T

)

p,N

. (I.7.30)

Es folgt

TdS = CPdT − T

(
∂V

∂T

)

p,N

dp ; (I.7.31)

das ergibt für die reversible Adiabate die Gleichung

CP = T

(
∂V

∂T

)

p,N

(
∂p

∂T

)

S,N

. (I.7.32)

Für das Verhältnis γ = Cp/CV von isobarer und isochorer spezifischer Wärmekapazität
findet man damit einen weiteren universellen Zusammenhang:

Cp

CV

= −

(
∂V

∂T

)

p,N

(
∂p

∂T

)

S,N(
∂V

∂T

)

S,N

(
∂p

∂T

)

V,N

= −

(
∂V

∂T

)

p,N

(
∂T

∂p

)

V,N(
∂V

∂T

)

S,N

(
∂T

∂p

)

S,N

=

(
∂V

∂p

)

T,N(
∂V

∂p

)

S,N

=
κT

κS
. (I.7.33)

Diese Identität besitzt eine interessante Anwendung: Aus der Elastizitätstheorie ist be-
kannt, dass die Schallgeschwindigkeit c in einer Substanz durch deren Dichte ρ und die
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adiabatische Kompressibilität gegeben wird (Schallschwingungen verlaufen so schnell, dass
während der Kompression des Materials praktisch kein Wärmeaustausch mit der Umge-
bung stattfindet):

c =

√
1

κSρ
=

√
CP

CV

1

κTρ
. (I.7.34)

Daher kann insbesondere der Quotient γ = Cp/CV durch Messung der Schallgeschwindig-
keit bestimmt werden, wenn die isotherme Kompressibilität und die Dichte des Materials
bekannt sind.

Abschließend sollen die universellen Beziehungen zwischen den Materialgrößen noch für
das Beispiel des idealen Gas explizit überprüft werden.

Beispiel: Materialgrößen des klassischen idealen Gases

Für ein ideales Gas erhält man aus der Energie-Temperatur-Beziehung E = 3
2
NkBT nach

Gl. (I.7.35) die konstante (temperaturunabhängige) isochore Wärmekapazität

CV =
3

2
NkB . (I.7.35)

Insbesondere besitzt ein Mol eines idealen Gases die molare Wärmekapazität

cV =
3

2
NAkB =

3

2
R , (I.7.36)

wobei R = NAkB = 8.314 460 J/(mol K) die Gaskonstante bezeichnet.

Aus H = E + pV = 3
2
NkBT + NkBT = 5

2
NkBT und Gl. (I.7.13) erhält man weiter die

isobare Wärmekapazität

Cp =
5

2
NkB . (I.7.37)

Der thermische Expansionskoeffizient α ergibt sich mit Hilfe der Zustandsgleichung pV =
NkBT zu

α =
1

V

(
∂V

∂T

)

p,N

=
1

V

∂(NkBT/p)

∂T

=
NkB

pV

=
1

T
; (I.7.38)



64

die isotherme Kompressibilität ist

κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)

T,N

= − 1

V

∂(NkBT/p)

∂p

=
NkBT

p2V

=
1

p
. (I.7.39)

Daraus erhält man mit Gl. (I.7.26) den Zusammenhang

Cp − CV =
TV α2

κT

=
TV p

T 2
=

NkBT

T
= NkB , (I.7.40)

in Übereinstimmung mit den Gl. (I.7.35) und (I.7.37).

Schließlich ergibt sich für den Quotienten (I.7.33)

Cp

CV

=
Cp − CV

CV

+ 1

=
NkB

3
2
NkB

+ 1 =
5

3
, (I.7.41)

wie ebenfalls aus den Gl. (I.7.35) und (I.7.37) auch direkt abzulesen ist.

II Formulierung der quantenmechanischen Statistik

In der (semi-)klassischen statistischen Mechanik wurde die Zahl der akzessiblen Mikro-
zustände eines isolierten Systems aus N Teilchen näherungsweise dadurch ermittelt, dass
das energetisch erlaubte Phasenraumvolumen Ω̃(E, V,N) in

”
Zellen“ der Größe (2π~)f

eingeteilt wurde, wobei f = 3N die Zahl der Freiheitsgrade bezeichnet; jede solche Zelle
entspricht einem Zustand. Postuliert man weiter, dass Permutationen identischer Teil-
chen keine neuen Mikrozustände liefern, ergibt sich die zentrale Beziehung (I.1.18) der
mikrokanonischen Gesamtheit,

Ω(E, V,N) =
1

(2π~)3NN !

∫

H(p,q)≤E

d3Np d3Nq .

Beide Bestandteile des Normierungsfaktors — die Zahl der Permutationen N ! und das

”
Zellenvolumen“ (2π~)3N — weisen jedoch bereits darauf hin, dass eine systematische

Begründung der Statistik auf der Quantenmechanik aufbauen muss . Dann aber sollte die
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Zahl der erlaubten Quantenzustände im mikrokanonischen Ensemble anhand des exak-
ten Spektrums der Energieeigenwerte korrekt abgezählt und nicht aus dem Phasenraum-
volumen grob abgeschätzt werden. Insbesondere kann eine quantenmechanische Theo-
rie nicht auf Phasenraumverteilungsfunktionen aufbauen, da das Konzept des Phasen-
raums in gleicher Weise auf Ort und Impuls der Teilchen Bezug nimmt. An die Stelle
der Phasenraumverteilungsfunktion tritt daher in der Quantenstatistik ein neues Objekt,
nämlich die Dichtematrix . Dagegen können viele der Ideen, die die Verbindung zwischen
der mikroskopischen Dynamik und den makroskopisch zugänglichen thermodynamischen
Variablen herstellen (die Verwendung statistischer Gesamtheiten, die Entropie als Maß
für die Anzahl der akzessiblen Zustände, der Zusammenhang zwischen kanonischer Zu-
standssumme und Freier Energie, . . . ) ungeändert übernommen werden. Neue,

”
quanten-

spezifische“ Phänomene treten vor allem in solchen Vielteilchensystemen auf, in denen
die Ununterscheidbarkeit der Teilchen entscheidend und die

”
ad-hoc-Korrektur“ der Zu-

standszahl durch den Faktor 1/N ! unzureichend wird: Wenn nämlich die Zahl der zur
Verfügung stehenden Zustände relativ klein wird, werden die Eigenschaften eines Systems
wesentlich davon abhängen, ob ein Zustand mehrfach besetzt werden kann oder nicht; bo-
sonische Vielteilchensysteme verhalten sich daher bei tiefen Temperaturen deutlich anders
als fermionische.

II.1 Quantenmechanische Ensemble-Theorie: Die Dichtematrix

Ausgangspunkt der folgenden Überlegungen ist ein quantenmechanisches System (etwa ein
Gas, dessen Bestandteile quantenmechanisch beschrieben werden), dessen Dynamik durch
einen Hamiltonoperator H bestimmt werde. Um seine thermodynamischen Eigenschaften
zu untersuchen, betrachtet man statt des einen tatsächlich vorliegenden Systems eine
statistische Gesamtheit von N

”
Kopien“ dieses Systems, wobei jede Kopie dem gleichen

Makrozustand entsprechen und der gleichen Schrödingergleichung gehorchen soll:

i~
∂

∂t
ψk(~r, t) = Hψk(~r, t) ; k = 1, . . . ,N . (II.1.1)

Hier bezeichnet ψk(~r, t) die Wellenfunktion des k-ten Ensemblemitgliedes; natürlich wird
N ≫ 1 vorausgesetzt, um eine

”
gute Statistik“ zu erhalten. (Das Argument ~r der Wel-

lenfunktionen steht für die Gesamtheit aller Orts- und Spinkoordinaten: Man behalte im
Hinterkopf, dass ψk(~r, t) eventuell ein hochkompliziertes Vielteilchensystem beschreibt!)
Alle Wellenfunktionen werden nun nach einer geeigneten Basis {ϕn(~r )} entwickelt, deren
Elemente durch einen Index n unterschieden werden:

ψk(~r, t) =
∑

n

ak
n(t)ϕn(~r ) . (II.1.2)

In konkreten Anwendungen kann dieser Index auch kontinuierlich sein. Die hier auf-
tauchenden Entwicklungskoeffizienten ergeben sich aus den Projektionen

ak
n(t) =

∫
dτ ϕ∗n(~r )ψk(~r, t) , (II.1.3)



II.1 Quantenmechanische Ensemble-Theorie: Die Dichtematrix 66

wobei dτ das (evtl. hochdimensionale) Volumenelement bezeichnet. Damit ist |ak
n(t)|2

die (rein quantenmechanische) Wahrscheinlichkeit dafür, das k-te Ensemblemitglied zum
Zeitpunkt t im Zustand n zu finden; insbesondere gilt

∑

n

|ak
n(t)|2 = 1 (II.1.4)

für alle Ensemblemitglieder k und alle Zeitpunkte t.
Sind diese Entwicklungskoeffizienten ak

n(t) bekannt, kann der quantenmechanische Erwar-
tungwert einer Observablen A für jedes Ensemblemitglied angegeben werden:1

〈ψk(t)|A|ψk(t)〉 =

∫
dτ ψk∗(t)Aψk(t)

=
∑

n,m

ak
m

∗
(t)

(∫
dτ ϕ∗mAϕn

)
ak

n(t)

≡
∑

n,m

ak
m

∗
(t)Amn a

k
n(t) , (II.1.5)

wobei Amn =
∫

dτ ϕ∗mAϕn ein Matrixelement des Operators A in der gegebenen Basis
bezeichnet.
Die Ensemble-Verteilung der Koeffizienten ak

n(t) spiegelt nun die thermischen Eigenschaf-
ten des Systems wider; ist zum Beispiel das System sehr heiß, werden

”
energetisch hoch-

liegende“ Zustände mit viel größerer Wahrscheinlichkeit besetzt als der Grundzustand.
Aufgrund der thermischen Dynamik können diese Koeffizienten und damit auch der Er-
wartungswert (II.1.5) für ein einzelnes Ensemblemitglied sowohl im Laufe der Zeit als auch
von Mitglied zu Mitglied stark fluktuieren. Aussagekraft erhält daher erst der thermisch-
quantenmechanische Erwartungswert, d.h. das Ensemblemittel

〈A〉 ≡ 1

N
N∑

k=1

∑

n,m

ak
m

∗
(t)Amn a

k
n(t) . (II.1.6)

Es ist wichtig, sich klarzumachen, dass die einzelnen Ensemblemitglieder voneinander
völlig unabhängig sind; die Summation über k, die hier die Ensemblemittelung bewirkt,
hat also nichts mit einer kohärenten Superposition zu tun! Definiert man nun die Dichte-
matrix ̺nm(t) des betrachten Systems durch die Gleichung

̺nm(t) =
1

N
N∑

k=1

ak
n(t)ak

m

∗
(t) , (II.1.7)

so enthält dieses Ensemblemittel konstruktionsgemäß die gesamten thermischen Eigen-

1Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird das Argument ~r der Wellenfunktionen im Folgenden nicht
mehr ausgeschrieben.
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schaften des Systems, und der Erwartungswert (II.1.6) erhält die bequeme Form

〈A〉 =
∑

n,m

̺nmAmn

=
∑

n

(̺A)nn

= tr (̺A) . (II.1.8)

Hierbei bezeichnet tr (̺A) die Spur (
”
trace“) des Operators ̺A. Man beachte, dass diese

Darstellung wegen der Invarianz der Spur unter unitären Transformationen unabhängig
von der gewählten Basis ist. Man kann also auch ohne Rückgriff auf eine spezielle Basis
einen Dichteoperator ̺ definieren, dessen Matrixelemente ̺nm bezüglich einer gegeben
Basis dann eine Dichtematrix bilden.
Der Dichteoperator ist das zentrale Objekt der quantenmechanischen Statistik; er ersetzt
die Phasenraumverteilungsfunktion (bzw. die

”
Phasenraumdichte“, daher der Name!) der

klassischen Statistik: Die quantenmechanische Gleichung (II.1.8) ist das Gegenstück der
klassischen Beziehung (I.1.4). Der Dichteoperator besitzt einige Eigenschaften, die un-
abhängig von der genauen Spezifikation des Ensembles gültig sind. Offenbar ist er

”
nor-

miert“, d.h.

tr ̺ ≡
∑

n

̺nn =
∑

n

1

N
N∑

k=1

|ak
n(t)|2

=
1

N
N∑

k=1

1

= 1 , (II.1.9)

wobei diese Normierung auf die für jedes einzelne Ensemblemitglied gültige Gl. (II.1.4)
zurückzuführen ist. Gelegentlich ist es bequem, auch mit nicht-normierten Dichtematrizen
zu arbeiten; dann ist die Gl. (II.1.8) zu ersetzen durch

〈A〉 =
tr (̺A)

tr ̺
. (II.1.10)

Der Dichteoperator übernimmt gemäß der Definition (II.1.7) die Zeitabhängigheit der
Entwickungskoeffizienten ak

n(t) und wird daher auch im hier verwendeten Schrödingerbild
explizit zeitabhängig sein. Um nun eine Gleichung für seine Zeitentwicklung zu erhal-
ten, wird die Matrixdarstellung der Schrödingergleichung herangezogen, die ja die Zeit-
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entwicklung der Koeffizienten bestimmt:

i~ȧk
n(t) = i~

∫
dτ ϕ∗n ψ̇k(t)

=

∫
dτ ϕ∗nHψk(t)

=

∫
dτ ϕ∗nH

(
∑

m

ak
m(t)ϕm

)

=
∑

m

(∫
dτ ϕ∗nHϕm

)
ak

m(t)

=
∑

m

Hnma
k
m(t) , (II.1.11)

wobei die Größen Hnm =
∫

dτ ϕ∗nHϕm wie üblich die Matrixelemente des Hamilton-
operators H in der gegebenen Basis bezeichnen. Daraus ergibt sich sofort die gesuchte
Gleichung für die Zeitentwicklung der Dichtematrix:

i~ ˙̺nm(t) =
i~

N
N∑

k=1

(
ȧk

n(t) ak
m

∗
(t) + ak

n(t) ȧk∗
m (t)

)

=
1

N
N∑

k=1

(
∑

l

(
Hnla

k
l a

k
m

∗ − ak
nH

∗
mla

k
l

∗)
)

=
∑

l

(
Hnl̺lm − ̺nlHlm

)

=
(
H̺− ̺H

)

nm
, (II.1.12)

wobei die Hermitizität von H ausgenutzt wurde, H∗
ml = Hlm. Es gilt daher (in darstel-

lungsfreier Schreibweise) die von Neumann-Gleichung

i~ ˙̺ = [H, ̺] , (II.1.13)

die in der Quantenstatistik an die Stelle der Liouville-Gleichung (I.1.5) für die Vertei-
lungsfunktion eines klassischen Systems tritt.

• Zur Klarstellung: Die von Neumann-Gleichung (II.1.13) ist sorgfältig von der ähnlich
aussehenden Bewegungsgleichung eines Heisenberg-Operators zu unterscheiden. Ist
nämlich A ein nicht explizit zeitabhängiger Operator im Schrödingerbild und

AH(t) = eiHt/~Ae−iHt/~ (II.1.14)

seine Darstellung im Heisenbergbild, so gilt

d

dt
AH =

i

~
eiHt/~(HA− AH)e−iHt/~

=
i

~
[H,AH ] , (II.1.15)
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oder

−i~ȦH = [H,AH ] . (II.1.16)

Der Unterschied zwischen dieser Heisenberg-Bewegungsgleichung (II.1.16) und der
von Neumann-Gleichung (II.1.13) besteht nicht nur in dem abweichenden Vorzei-
chen: Die von Neumann-Gleichung bezieht sich auf das Schrödingerbild, da die Dich-
tematrix (II.1.7) im Schrödingerbild eingeführt wurde und bereits hier eine explizite
Zeitabhängigkeit trägt! �

Im Gleichgewicht gilt nun ˙̺nm = 0 und daher auch [H, ̺] = 0: Der Gleichgewichts-
Dichteoperator kommutiert mit dem Hamiltonoperator des Systems. Folglich lässt er sich
als Funktion von H darstellen, ̺ = ̺(H). Wenn daher die Basis {ϕn} durch die Eigenbasis
von H gegeben wird, dann ist in dieser

”
Energiebasis“ H und folglich auch ̺(H) diagonal:

̺nm = ̺n δnm in der Energiedarstellung . (II.1.17)

Die Diagonalelemente ̺n hängen von den Eigenwerten von H ab; die genaue Form dieser
Abhängigkeit wird durch die Art des Ensembles bestimmt: Für ein isoliertes System,
also ein mikrokanonisches Ensemble, müssen die Diagonalelemente die gleiche a priori-
Wahrscheinlichkeit aller akzessiblen Mikrozustände widerspiegeln, für ein offenes System
dagegen den thermischen Kontakt mit der Umgebung bzw. den Teilchenaustausch mit
dem Reservoir zum Ausdruck bringen.

II.2 Der Dichteoperator für die verschiedenen Ensembles

II.2.1 Das mikrokanonische Ensemble

Alle Mitglieder eines mikrokanonischen Ensembles haben feste Teilchenzahl N , festes Vo-
lumen V und eine Energie zwischen E − ∆E und E, wobei die

”
Energieschale“ als dünn

vorausgesetzt wird, ∆E ≪ E. Die Gesamtzahl der nun quantenmechanisch korrekt ab-
gezählten Mikrozustände, die mit diesen Bedingungen verträglich sind, sei Ω(E, V,N).2

Im mikrokanonischen Ensemble unterliegen alle diese Zustände, wie schon in der klassi-
schen Statistik, dem Postulat der gleichen a priori-Wahrscheinlichkeit: Es gibt schließlich
keinen Grund, warum einer der akzessiblen Zustände mit größerer Wahrscheinlickeit be-
setzt werden sollte als ein anderer. In der Energiedarstellung, in der ja die Dichtematrix
diagonal ist, gilt also

̺nm = ̺nδnm (II.2.1)

mit

̺n =





1

Ω
für jeden akzessiblen Zustand

0 sonst .

(II.2.2)

2Insbesondere bei kleinen Energien, bei denen die Quantenstatistik deutlich von der semiklassischen
Statistik abweichen kann, kann die Dicke ∆E diese Zählung sehr wohl wesentlich beeinflussen. Sofern ∆E
nicht schon durch die Problemstellung vorgegeben wird, ist daher Vorsicht geboten.
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Nachdem Ω unter Berücksichtigung der Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen quan-
tenmechanisch exakt ermittelt worden ist, berechnet sich die mikrokanonische Entropie
weiterhin zu S = kB ln Ω. Sofern der Grundzustand des betrachteten Systems nicht ent-
artet ist, findet man dann für verschwindende Anregungsenergie E sofort

Ω → 1 für E → 0 , (II.2.3)

also auch

S = kB ln Ω → 0 für E → 0 . (II.2.4)

Der
”
dritte Hauptsatz der Thermodynamik“ (das Nernstsche Theorem:

”
Die Entropie

eines ungemischten kondensierten Stoffes im thermodynamischen Gleichgewicht ist am
absoluten Nullpunkt eine universelle Konstante, die Null ist“) erklärt sich daher von
selbst.
Eine Situation, in der das System nur einen einzigen Zustand besetzt, so dass Ω = 1,
heißt rein. In einem solchen Fall wird die Konstruktion eines Ensembles letzten Endes
überflüssig, da sich jedes Ensemblemitglied im gleichen Zustand befinden muss. Es gibt
dann in der Energiedarstellung nur ein einziges Diagonalelement ̺nn, welches von Null
verschieden (und daher gleich 1) ist; der Dichteoperator eines reinen Zustandes ist daher
ein Projektionsoperator. Ein solcher

”
Projektor“ gehorcht der Gleichung

̺2 = ̺ . (II.2.5)

Alle Wellenfunktionen, die sich nur um einen
”
overall“-Phasenfaktor unterscheiden, re-

präsentieren den gleichen Zustand; ein solcher Phasenfaktor ist die einzige Freiheit, die
den Ensemblemitgliedern bei Vorliegen eines reinen Zustandes noch bleibt. Daher gelten
dann in jeder Basis Beziehungen der Form

ak
n = an exp(iϑk) , (II.2.6)

wobei ϑk die spezifische Phase des k-ten Ensemblemitgliedes ist. Da jedoch diese Phasen
aus der Dichtematrix herausfallen, kann das Ensemblemittel wie erwartet auf ein Einzel-
system zurückgeführt werden:

̺nm =
1

N
N∑

k=1

ak
na

k
m

∗
= ana

∗
m . (II.2.7)

Das bedeutet nun
(
̺2
)

nm
=

∑

l

̺nl̺lm

=
∑

l

ana
∗
l ala

∗
m

= ana
∗
m

= ̺nm ; (II.2.8)
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die Projektorgleichung ̺2 = ̺ für die Dichtematrix eines reinen Zustandes gilt also in
jeder Darstellung.
Falls dagegen Ω > 1, spricht man von einem Gemisch. Die auf den Unterraum der akzes-
siblen Zustände eingeschränkte Dichtematrix wird dann in der Energiedarstellung durch
(1/Ω)1 gegeben, wobei 1 die Einheitsmatrix auf diesem Unterraum der Dimension Ω
bezeichnet. Da Vielfache der Einheitsmatrix mit allen anderen Matrizen kommutieren,
ändert sich die Dichtematrix bei einem Basiswechsel, der den akzessiblen Unterraum inva-
riant lässt, nicht ; sie muss also auch in allen anderen so erzeugten Darstellungen diagonal
sein.
Die Forderung nach gleicher a priori-Wahrscheinlichkeit für alle akzessiblen Zustände
verlangt für diese anderen Darstellungen auf dem akzessiblen Unterraum nun Beziehungen
der Form

ak
n = |a| exp(iϑk

n) , (II.2.9)

wobei |a|2 = 1/Ω, und im Unterschied zu Gl (II.2.6) hier Phasen auftreten, die auch mit
dem Index n des Basiselementes variieren können. Es folgt dann

̺nm =
1

N
N∑

k=1

ak
na

k
m

∗

=
1

N
N∑

k=1

|a|2 ei(ϑk
n−ϑk

m)

= |a|2
〈
ei(ϑk

n−ϑk
m)
〉

= |a|2 δnm , (II.2.10)

sofern die Phasen zufällig verteilt sind und daher bei der durch 〈. . .〉 angedeuteten En-
semblemittelung der Produkte der Phasenfaktoren nur die Diagonalterme überleben.
Im mikrokanonischen Ensemble ist also neben der Forderung nach gleichen a priori-
Wahrscheinlichkeiten auch die weitergehende Forderung nach

”
Zufallsphasen“ zu stellen;

erst diese garantiert das Verschwinden unphysikalischer Korrelationen zwischen den ver-
schiedenen Ensemblemitgliedern.

II.2.2 Das kanonische Ensemble

Im kanonischen Ensemble sind T , V und N vorgegeben; die Energie E der einzelnen
Ensemblemitglieder fluktuiert aufgrund des thermischen Kontaktes des Systems mit seiner
Umgebung. Die Wahrscheinlichkeit dafür, ein zufällig ausgewähltes Ensemblemitglied in
einem Zustand mit der Energie En zu finden, ist nun proportional zum Boltzmann-Faktor
exp(−βEn). In der Energiedarstellung hat man daher jetzt3

̺nm = ̺nδnm (II.2.11)

3Das hier gegebene Argument ist arg verkürzt: Befindet sich das System im thermischen Kontakt
mit seiner Umgebung, hat man zunächst die Dichtematrix von

”
System + Umgebung“ zu betrachten
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mit den Diagonalelementen

̺n =
1

Z
e−βEn . (II.2.12)

Der Normierungsfaktor Z = ZN(β) ist die kanonische N-Teilchen-Zustandssumme:

ZN(β) =
∑

n

e−βEn , (II.2.13)

wobei sich die Summation über alle Energie-Eigenzustände des Systems erstreckt, ent-
artete Eigenwerte also gemäß ihrer Multiplizität berücksichtigt werden müssen. In der
Energiebasis besitzt der kanonische Dichteoperator daher die Spektraldarstellung

̺k.E. =
∑

n

|ϕn〉
e−βEn

ZN(β)
〈ϕn| , (II.2.14)

also kurz

̺k.E. =
e−βH

ZN(β)

=
e−βH

tr e−βH
. (II.2.15)

Der
”
kanonische“ Erwartungswert einer physikalischen Observablen A erhält damit die

Form

〈A〉 = tr (̺k.E.A)

=
tr (A e−βH)

tr e−βH
. (II.2.16)

• Eine interessante Beobachtung: Die Spektraldarstellung des nicht-normierten kano-
nischen Dichteoperators e−βH , also

e−βH =
∑

n

e−βEn |ϕn〉 〈ϕn| , (II.2.17)

erinnert an die aus der Quantenmechanik bekannte Spektraldarstellung des unitären
Operators e−iHt/~, der die durch den HamiltonoperatorH generierte Zeitentwicklung
beschreibt:

e−iHt/~ =
∑

n

e−iEnt/~ |ϕn〉 〈ϕn| . (II.2.18)

Offenbar entspricht hier die inverse Temperatur β einer
”
imaginären Zeit“; die

Gl. (II.2.18) geht aus Gl. (II.2.17) durch die Ersetzung β → it/~ hervor. �

und dann die nicht interessierenden Freiheitsgrade der Umgebung
”
auszuspuren“; die derart

”
reduzierte“

Dichtematrix des Systems erhält schließlich die Diagonalform (II.2.12). Die systematische Untersuchung
nicht-isolierter quantenmechanischer Systeme stellt ein hochaktuelles und sich rasant entwickelndes For-
schungsgebiet dar. Siehe dazu z.B. H. P. Breuer und F. Petruccione: The Theory of Open Quantum
Systems (Oxford University Press, 2002).



II.3 Beispiele für den Umgang mit dem Dichteoperator 73

II.2.3 Das großkanonische Ensemble

Die großkanonische Gleichgewichts-Dichtematrix operiert auf einem Hilbertraum mit va-
riabler Teilchenzahl N , um dem Teilchenaustausch des Systems mit seiner Umgebung
Rechnung tragen zu können, und muss daher nicht nur mit dem Hamiltonoperator Ĥ , son-
dern auch mit dem Teilchenzahloperator N̂ kommutieren: Der klassische Ausdruck (I.6.22)
übersetzt sich sofort in

̺g.E. =
1

Z(β, V, µ)
exp
(
−β(Ĥ − µN̂)

)
, (II.2.19)

wobei nun als Normierungsfaktor die großkanonische Zustandssumme auftritt:

Z(β, V, µ) = tr
(
e−β( bH−µ bN)

)

=
∑

n,N

e−β(En−µN)

=
∑

N

eβµN
∑

n

e−βEn . (II.2.20)

Bei der Spurbildung ist hier über alle Indizes zu summieren, die die Basiszustände cha-
rakterisieren, also über den Zustandsindex n und den Teilchenzahlindex N . In der letzten
Zeile ist die zweite Summe über die durch n indizierten quantenmechanischen Zustände
des Systems bei fester Teilchenzahl N auszuführen (d.h. bei festem Eigenwert des Teilchen-

zahloperators N̂), liefert also die kanonische N -Teilchen-Zustandssumme ZN(β). Definiert
man nun die Fugazität

z ≡ eβµ , (II.2.21)

so erhält Gl. (II.2.20) die wichtige Form

Z(β, V, µ) =
∑

N

zNZN(β) . (II.2.22)

Die großkanonische Zustandssumme Z(β, V, µ) kann daher als erzeugende Funktion der
kanonischen Zustandssummen ZN(β) aufgefasst werden: Z ist eine Potenzreihe in der
Fugazität z, deren Koeffizenten durch die kanonischen Zustandssummen gegeben wer-
den. Der

”
großkanonische“ Erwartungswert einer Observablen A lautet schließlich nach

bekanntem Muster

〈A〉 =
1

Z(β, V, µ)
tr
(
A e−β( bH−µ bN)

)
. (II.2.23)

II.3 Beispiele für den Umgang mit dem Dichteoperator

II.3.1 Ein Elektron im Magnetfeld

Der Spin eines Elektrons wird bekanntlich durch den Operator ~s = ~~σ/2 beschrieben,
wobei der Vektor ~σ = (σx, σy, σz)

t aus den Pauli-Spinmatrizen gebildet wird. In der Stan-
darddarstellung gilt

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. (II.3.1)
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Diesem Elektonenspin entspricht das magnetische Dipolmoment

~m = −g
2
µB

~s

~/2
, (II.3.2)

wobei g = 2.002 319 . . . den sehr genau bekannten g-Faktor eines freien Elektrons4 und
µB = e~/(2me) = 0.927 410 · 10−23 Am2 das Bohrsche Magneton bezeichnen. (Beachte:
Die Elementarladung e ist konventionsgemäß positiv; das Elektron trägt also die Ladung
−e .) Die Energie eines solchen Momentes in einem Magnetfeld ~B wird beschrieben durch
den Hamiltonoperator

H = −~m · ~B = +
g

2
µB

~B · ~σ . (II.3.3)

Ist also das ~B-Feld in z-Richtung orientiert, hat man mit g ≈ 2 einfach

H = µBBσz . (II.3.4)

Es wird jetzt angenommen, dass sich der betrachtete Spin im thermischen Kontakt mit
einer Umgebung der Temperatur T befindet. Die

”
thermische Wimmelbewegung“ der Um-

gebung wirkt dann in zufälliger Weise auf den Spin ein, wobei die Energie dieser Wechsel-
wirkung die Größenordnung kBT besitzt, während das Magnetfeld den Spin in Feld-
richtung zu orientieren trachtet. Da die charakteristische Energie der Spin-Magnetfeld-
Wechselwirkung durch µBB gegeben wird, sollte die Umgebung für kBT ≪ µBB die Aus-
richtung des Spins nicht wesentlich stören können, wogegen für kBT ≫ µBB thermisches
Chaos dominiert und somit die Ausrichtung des Spins praktisch zufällig wird.
Dieser Wettstreit zwischen der ausrichtenden Tendenz des Magnetfeldes und der

”
rando-

misierenden“ Tendenz der Umgebung wird durch die kanonische Dichtematrix beschrie-
ben: Mit Gl. (II.3.4) hat man hier

̺k.E. =
e−βH

tr e−βH

=
1

e−βµBB + eβµBB

(
e−βµBB 0

0 eβµBB

)
. (II.3.5)

Der Erwartungswert der z-Komponente mz des magnetischen Momentes in Gegenwart
des Magnetfeldes und der thermischen Umgebung lautet daher gemäß Gl. (II.2.16) und

4Die Berechnung des so genannten anomalen magnetischen Momentes des Elektrons im Rahmen der
Quantenelektrodynamik sowie seine präzise Messung gehört zu den wohl beeindruckendsten Leistungen
der Physik. Die gegenwärtig genaueste Messung liefert den Wert g/2 = 1.001 159 652 180 73(28). Siehe
dazu D. Hanneke, S. Fogwell Hoogerheide, and G. Gabrielse, Cavity control of a single-electron quantum
cyclotron: Measuring the electron magnetic moment , Physical Review A 83, 052122 (2011).
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Gl. (II.3.2) nun

〈mz〉 = −µB〈σz〉

= −µB tr (̺k.E.σz)

=
−µB

e−βµBB + eβµBB
tr

(
e−βµBB 0

0 −eβµBB

)

= µB
eβµBB − e−βµBB

eβµBB + e−βµBB

= µB tanh(βµBB) . (II.3.6)

Dieses Ergebnis spiegelt genau die Erwartung wider: Da tanh(x) ≈ 1 für x ≫ 1, findet
man bei

”
tiefen“ Temperaturen eine praktisch vollständige Ausrichtung des Spins,

〈mz〉 ≈ µB für kBT ≪ µBB , (II.3.7)

bei
”
hohen“ dagegen nur eine geringe,

〈mz〉 ≈
µ2

BB

kBT
für kBT ≫ µBB , (II.3.8)

wobei tanh(x) ≈ x für |x| ≪ 1 benutzt wurde.

Der Erwartungswert (II.3.6) kann auch ohne Rückgriff auf die Dichtematrix direkt aus
der Zustandssumme erhalten werden: Man hat zunächst die Exponentialreihe

e−βH = exp
(
− βµBBσz

)

=

∞∑

j=0

1

j!
(−βµBB)j σj

z

=
∑

j gerade

1

j!
(βµBB)j

1 −
∑

j ungerade

1

j!
(βµBB)j σz

= cosh(βµBB)1− sinh(βµBB) σz . (II.3.9)

Die Spur dieser 2× 2-Matrix, also die kanonische Zustandssumme des Spins, lautet daher

Z1(β) = tr e−βH = 2 cosh(βµBB) , (II.3.10)

wie es sein muss, da sich die Zustandssumme andererseits durch Summation der Eigen-
werte von e−βH , hier also e±βµBB, berechnet. Der kanonische Erwartungswert des Mo-
mentes kann daraus in genauer Analogie zum Vorgehen bei der Berechnung der mittleren



II.3 Beispiele für den Umgang mit dem Dichteoperator 76

Energie in Gl. (I.5.23) durch Ableiten bestimmt werden:

〈mz〉 = −µB
tr (σze

−βH)

tr e−βH

= −µB
tr (σze

−βµBBσz)

tr e−βµBBσz

=
1

β

∂

∂B
lnZ1(β)

=
1

β

2 sinh(βµBB)

2 cosh(βµBB)
βµB

= µB tanh(βµBB) , (II.3.11)

in Übereinstimmung mit dem vorherigen Resultat (II.3.6).

Auf diese Weise lassen sich auch in vielen anderen Anwendungen die gesuchten quanten-
statistischen Erwartungswerte (sowie höhere Momente der kanonischen Verteilung) direkt
aus geeigneten Ableitungen der Zustandssumme bestimmen. (Übungsaufgaben! )

II.3.2 Das freie Teilchen

Betrachtet wird nun ein freies Teilchen in einer thermischen Umgebung der Temperatur T ,
also etwa ein Gasatom der Spezies A mit der Masse m, das sich durch ein Gas von Teilchen
einer anderen Spezies B bewegt, wobei sich dieses B-Gas im thermischen Gleichgewicht
befindet und die Temperatur T besitzt. Die fortwährenden Stöße des A-Atoms mit den B-
Teilchen entsprechen einer zufälligen Störung, deren charakteristische Energieskala durch
kBT gegeben und deren Auswirkung auf das A-Teilchen mit Hilfe seiner kanonischen
Dichtematrix beschrieben wird.
Da das A-Teilchen nicht wirklich

”
frei“ sein, sondern zusammen mit dem B-Gas in einem

(evtl. sehr großen) Behälter eingeschlossen sein wird, wird zunächst ein
”
Quantisierungs-

volumen“ V = L3 eingeführt; für dieses Volumen werden periodische Randbedingungen
gefordert. Dieses Vorgehen ist offenbar dann sinnvoll, wenn das Volumen V als so groß an-
genommen werden darf, dass die willkürlich gewählten Randbedingungen keinen Einfluss
auf das Resultat haben — was wiederum voraussetzt, dass auch das reale physikalische
Volumen des Behälters, in dem sich das Gas befindet,

”
hinreichend groß“ ist.

Die Energie-Eigenfunktionen in der Ortsdarstellung sind dann ebene Wellen,

ϕE(~r ) =
1√
V

ei~k·~r . (II.3.12)

Die Wellenzahlvektoren ~k erhalten aufgrund der periodischen Randbedingungen die Ge-
stalt

~k =
2π

L
~n , (II.3.13)

wobei der Vektor ~n nur ganzzahlige Komponenten besitzt: nx,y,z = 0,±1,±2, . . . . Die
zugehörigen Energie-Eigenwerte lauten dementsprechend

E =
~

2~k2

2m
=

(2π~)2

2mL2

(
n2

x + n2
y + n2

z

)
. (II.3.14)
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In der Ortsdarstellung besitzt der Zähler der Dichtematrix die allgemeine Form

〈~r |e−βH |~r ′〉 =
∑

E

〈~r |E〉 e−βE 〈E|~r ′〉

=
∑

E

e−βEϕE(~r )ϕ∗E(~r ′) ; (II.3.15)

unter Verwendung der Eigenfunktionen (II.3.12) erhält man daraus sofort

〈~r |e−βH |~r ′〉 =
1

V

∑

~k

exp

(
−β~

2~k2

2m
+ i~k · (~r − ~r ′)

)
. (II.3.16)

Wenn hier die Summanden nur langsam variieren, kann die Summe durch ein Integral
ersetzt werden. Nun ist nach Gl. (II.3.14)

β~
2~k2

2m
=

(2π~)2

2mkBTL2

(
n2

x + n2
y + n2

z

)
; (II.3.17)

die Forderung nach
”
langsamer Variation“ der Summanden verlangt daher mindestens

(2π~)2/(2mkBT ) ≪ L2, oder kurz

λ≪ L , (II.3.18)

wobei

λ =
2π~√

2πmkBT
(II.3.19)

die schon bei der Berechnung der kanonischen N -Teilchen-Zustandssumme (I.5.26) des
klassischen idealen Gases eingeführte thermische Wellenlänge bezeichnet. Diese Voraus-
setzung λ ≪ L für die Umwandlung der Summe (II.3.16) in ein Integral entspricht of-
fenbar einer Bedingung an die Temperatur: Die Temperatur muss so hoch sein, dass die
zugehörige thermische Wellenlänge deutlich kleiner bleibt als die Kantenlänge L des fik-
tiven Quantisierungsvolumens V = L3, also erst recht auch kleiner als die Ausdehnung
des tatsächlichen Behälters, der das Gas einschließt. Wenn diese Voraussetzung nicht
erfüllt ist und das Teilchen aufgrund seiner großen thermischen Wellenlänge den Ein-
schluss in einen Behälter

”
spürt“, ist nicht nur die Umwandlung der Summe (II.3.16) in

ein Integral nicht erlaubt, sondern bereits die Verwendung eines Quantisierungsvolumens
mit den mathematisch bequemen periodischen Randbedingungen physikalisch falsch: In
diesem Fall muss die Darstellung (II.3.15) des Dichteoperators mit den exakten Energie-
Eigenfunktionen für die tatsächliche Behältergeometrie mit den physikalisch vorgegebenen
Randbedingungen ausgewertet werden, so dass dann

”
Randeffekte“ (z.B. die genaue Form

des Gasbehälters) einen erheblichen Einfluss haben können. Bei hinreichend hohen Tem-
peraturen, bei denen die Bedingung (II.3.18) erfüllt ist, ist die Situation viel einfacher:
Nun wird für die Ersetzung der Summe (II.3.16) durch ein Integral gemäß dem Schema

∑

~k

. . . →
∫

d3k g(~k) . . . (II.3.20)
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lediglich die mittlere Zustandsdichte g(~k) benötigt, die angibt, wieviele Quantenzustände

ein gegebenes Volumen im ~k-Raum beinhaltet. Im Falle des
”
freien“ Teilchens in einem

Kubus V = L3 mit periodischen Randbedingungen ist diese Zustandsdichte sehr leicht
zu ermitteln: Wegen der Form (II.3.13) der erlaubten Wellenzahlvektoren entsprechen

die zugehörigen Energie-Eigenzustände im ~k-Raum den Punkten eines kubischen Gitters
mit der Gitterkonstanten 2π/L; das Volumen, das jeder einzelne Zustand im ~k-Raum
beansprucht, ist also das Volumen (2π/L)3 = (2π)3/V einer Elementarzelle dieses Gitters.
Die gesuchte Zustandsdichte ist offenbar der Kehrwert hiervon,

g(~k) =
V

(2π)3
; (II.3.21)

folglich erhält die schematische Ersetzungsvorschrift (II.3.20) die konkrete Gestalt

1

V

∑

~k

. . . → 1

(2π)3

∫
d3k . . . . (II.3.22)

Bei Anwendung auf die Summe (II.3.16) ergeben sich nun die Matrixelemente

〈~r |e−βH |~r ′〉 =
1

(2π)3

∫
d3k exp

(
−β~

2~k2

2m
+ i~k · (~r − ~r ′)

)
. (II.3.23)

Dieses dreidimensionale Integral zerfällt in drei gleiche Gaußintegrale. Die quadratische
Ergänzung z.B. in der x-Komponente führt auf

−β~
2

2m

[
k2

x −
2m

β~2
ikx (x− x′) +

(
im

β~2

)2

(x− x′)2

]
− m

2β~2
(x− x′)2 , (II.3.24)

also findet man mit der bekannten Beziehung (I.5.35) sofort

〈~r |e−βH |~r ′〉 =
1

(2π)3

(
2mπ

β~2

)3/2

exp

(
− m

2β~2
(~r − ~r ′)2

)

=

(
m

2πβ~2

)3/2

exp

(
− m

2β~2
(~r − ~r ′)2

)

=
1

λ3
exp

(
−π (~r − ~r ′)2

λ2

)
. (II.3.25)

Hier wurde in der letzten Zeile erneut die thermische Wellenlänge (II.3.19) herangezogen
und die einfache Umformung

m

2β~2
=

4π2mkBT

2(2π~)2
= π

2πmkBT

(2π~)2
= π

1

λ2
(II.3.26)
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benutzt. Für die Normierung der Dichtematrix benötigt man nun noch die Zustands-
summe, die wie üblich durch Spurbildung erhalten wird:

Z1(β) = tr e−βH

=

∫
d3r 〈~r |e−βH |~r 〉

= V

(
m

2πβ~2

)3/2

=
V

λ3
. (II.3.27)

Aus den Gln. (II.3.25) und (II.3.27) erhält man schließlich die gesuchte Ortsdarstellung
des normierten Dichteoperators eines freien Teilchens, nämlich

〈~r |̺k.E.|~r ′〉 =
〈~r |e−βH |~r ′〉

tr e−βH

=
1

V
exp

(
−π (~r − ~r ′)2

λ2

)
. (II.3.28)

Die Diagonalelemente 〈~r |̺k.E.|~r 〉 = 1/V dieser
”
Matrix“ sind von ~r unabhängig; sie geben

die konstante Wahrscheinlichkeitsdichte dafür an, das Teilchen an einem gegebenen Ort
innerhalb des Quantisierungsvolumens V zu finden. Da in Gl. (II.3.28) nicht die Energie-
darstellung verwendet wird, sind die Nichtdiagonalelemente hier von Null verschieden.
Allerdings ist die Dichtematrix symmetrisch, 〈~r |̺k.E.|~r ′〉 = 〈~r ′|̺k.E.|~r 〉 für ~r 6= ~r ′. Diese
Nichtdiagonalelemente beschreiben offenbar quantenmechanische Korrelationen zwischen
den Orten ~r und ~r ′. Daher erhält die thermische Wellenlänge λ eine überaus wichti-
ge Interpretation: Sie entspricht nach Gl. (II.3.28) derjenigen Längensskala, auf der die
quantenmechanischen Korrelationen, und damit die Kohärenz der Wellenfunktion, als
Folge der Wechselwirkung des Teilchens mit der thermischen Umgebung

”
zerfallen“. Im

Hochtemperatur-Grenzfall T → ∞ erhält man λ→ 0, entsprechend einem
”
klassischen“,

nicht interferenzfähigen Teilchen; die Dichtematrix wird dann
”
diagonal“.

• Die Untersuchung des Verlustes der quantenmechanischen Kohärenz eines Systems
aufgrund der Wechselwirkung mit seiner

”
Umgebung“ ist in jüngerer Zeit wieder

zu einem hochaktuellen Forschungsgebiet geworden, da einerseits bedeutende ex-
perimentelle Fortschritte bei der kohärenten Kontrolle von Quantensystemen er-
zielt werden konnten, andererseits aber praktisch kein System von seiner Umge-
bung völlig abgekoppelt werden kann. Für die Realisierung eines Quantencompu-
ters, dessen Wirkungsweise auf der kohärenten Manipulation sehr vieler verschränk-
ter Zwei-Niveau-Systeme (sogenannter

”
qubits“) beruht, ist ein genaues Verständnis

der
”
System-Umgebung-Wechselwirkung“ sowie der daraus resultierenden kohärenz-

zerstörenden Prozesse eine entscheidend wichtige Voraussetzung. �

Die Berechnung des Erwartungswertes der Energie des mit der thermischen Umgebung
wechselwirkenden freien quantenmechanischen Teilchens erfolgt nun gemäß Gl. (I.5.23)
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durch Ableiten der Zustandssumme (II.3.27):

〈E〉 = − ∂

∂β
ln tr e−βH

= − ∂

∂β
ln

(
V

(
m

2π~2β

)3/2
)

= − ∂

∂β
ln β−3/2

=
3

2
kBT, (II.3.29)

was genau mit dem bereits bekannten klassischen Resultat (I.5.41) übereinstimmt. Das
war zu erwarten, da im hier betrachteten Fall hoher Temperaturen die quantenmechani-
sche Ein-Teilchen-Zustandssumme (II.3.27) genau dem Resultat (I.5.26) für das klassische
ideale N -Teilchen-Gas entspricht; auf der klassischen Ebene gilt ja die einfache Beziehung

ZN(β) =
1

N !

(
Z1(β)

)N
. (II.3.30)

Die genaue Korrespondenz der klassischen und der quantenmechanischen kanonischen
Zustandssumme für ein freies Teilchen ist nicht überraschend, denn die Verwendung der
Vorschrift (II.3.22), die ihrerseits aus den

”
Zustandszellen“ der Größe (2π)3/V im ~k-

Raum eines freien Teilchens mit periodischen Randbedigungen erschlossen wurde, ent-
spricht genau der längst erprobten Verwendung von Phasenraumzellen der Größe (2π~)3

zur Abschätzung der Zahl der Zustände im klassischen Fall. Leistet die quantenme-
chanische Theorie daher lediglich die Reproduktion der klassischen Aussagen? Keines-
wegs. Zum einen muss noch einmal darauf hingewiesen werden, dass die

”
Kontinuums-

approximation“ (II.3.22) nur bei hinreichend hohen Temperaturen gültig ist; bei tiefen
Temperaturen, bei denen die thermische Wellenlänge mit den Abmessungen des physikali-
schen Behälters vergleichbar wird und kBT nur noch von der Größenordnung der typischen
Abstände der Energieniveaus des eingesperrten Teilchens ist, führt die genauere Auswer-
tung der Gl. (II.3.15) auf wellenmechanische Abweichungen vom klassischen Resultat.
Zum anderen sind Abweichungen bereits dann zu erwarten, wenn in einem Gas identi-
scher Teilchen die thermische Wellenlänge die Größenordnung des mittleren Teilchenab-
standes erreicht, so dass sich die prinzipielle quantenmechanische Ununterscheidbarkeit
der Teilchen bemerkbar machen kann. Das ist der Grund, warum in diesem Abschnitt ein

”
A-Teilchen in einem B-Gas“ betrachtet wurde: Wäre das Teilchen von der gleichen Spezi-

es wie das
”
Umgebungsgas“ gewesen, hätte die quantenmechanische Ununterscheidbarkeit

von vorneherein die Behandlung des vollen N -Teilchen-Systems erfordert!

II.3.3 Der harmonische Oszillator

Ein sehr wichtiges System, für das die kanonische Dichtematrix in geschlossener Form an-
gegeben werden kann, ist der eindimensionale harmonische Oszillator, beschrieben durch
den üblichen Hamiltonoperator

H = − ~
2

2m

d2

dq2
+

1

2
mω2q2 . (II.3.31)
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Dabei ist m die Masse des Oszillatorteilchens und ω seine Kreisfrequenz; q bezeichnet die
Oszillatorkoordinate. Wie aus der Quantenmechanik bekannt, besitzt dieses System ein
äquidistantes Spektrum mit den Energieeigenwerten

En = ~ω

(
n +

1

2

)
mit n ≥ 0 ; (II.3.32)

die zugehörigen Eigenfunktionen haben die Gestalt

ϕn(q) =
(mω
π~

)1/4 Hn(ξ)

(2nn!)1/2
e−

1

2
ξ2

. (II.3.33)

Hier wurde auf der rechten Seite die dimensionslose Variable

ξ =
q√

~

mω

(II.3.34)

verwendet, also die physikalische Längenvariable q in Vielfachen der
”
Oszillatorlänge“√

~/(mω) ausgedrückt, und

Hn(ξ) = (−1)n eξ2

(
d

dξ

)n

e−ξ2

(II.3.35)

bezeichnet die bekannten Hermite-Polynome der Ordnung n. Die Berechnung der kano-
nischen Dichtematrix für dieses System erfordert einige Mühe, soll hier aber dennoch in
allen Einzelheiten durchgeführt werden, da der mit einer thermischen Umgebung wechsel-
wirkende harmonische Oszillator für viele Anwendungen insbesondere in der modernen
Quantenoptik von fundamentaler Bedeutung ist.
Ausgangspunkt ist erneut die Spektralsumme (II.3.15) für die Matrixelemente von e−βH :

〈q|e−βH |q′〉 =

∞∑

n=0

e−βEnϕn(q)ϕn(q
′)

=
(mω
π~

)1/2

e−
1

2
(ξ2+ξ′2)

∞∑

n=0

e−β~ω(n+1/2) Hn(ξ)Hn(ξ
′)

2nn!
, (II.3.36)

wobei die Eigenfunktionen (II.3.33) herangezogen wurden. Für die Auswertung dieser
Summe benutzt man nun ein Verfahren, das häufig zum Ziel führt, wenn Summen über
spezielle Funktionen der mathematischen Physik berechnet werden müssen: Derartige
Funktionen besitzen häufig Integraldarstellungen, die unter dem Summenzeichen einge-
setzt werden können; den entscheidenden rechentechnischen Vorteil erzielt man dann
durch die Vertauschung von Summation und Integration.

Im vorliegenden Fall verwendet man die Integraldarstellung

Hn(ξ) =
eξ2

√
π

∫ +∞

−∞
du (−2iu)n e−u2+2iξu (II.3.37)
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der Hermite-Polynome. Einsetzen in Gl. (II.3.36) und Vertauschen der Summation mit
beiden Integrationen liefert sofort

〈q|e−βH |q′〉 =
(mω
π~

)1/2 e+ 1

2
(ξ2+ξ′2)

π

∫ +∞

−∞
du

∫ +∞

−∞
dv

×
∞∑

n=0

(−2uv)n

n!
e−(n+1/2)β~ω e−u2−v2+2iξu+2iξ′v . (II.3.38)

Die hier auftauchende Summe über n kann auf eine Exponentialreihe zurückgeführt wer-
den:

∞∑

n=0

1

n!
(−2uv)n e−(n+1/2)β~ω = e−

1

2
β~ω

∞∑

n=0

(−2uv e−β~ω)n

n!

= e−
1

2
β~ω exp

(
−2uv e−β~ω

)
. (II.3.39)

Der Integrand für die u-v-Integration in Gl. (II.3.38) wird damit die Exponentialfunktion
einer quadratischen Form, nämlich

e−
1

2
β~ω exp

(
−u2 − v2 − 2uv e−β~ω + 2iξu+ 2iξ′v

)
≡ e−

1

2
β~ω exp

(
−1

2
xtAx+ ibtx

)
,

(II.3.40)

wobei die Abkürzungen

x =

(
u
v

)
, A = 2

(
1 e−β~ω

e−β~ω 1

)
, b =

(
2ξ
2ξ′

)
(II.3.41)

eingeführt wurden. Die verbleibende Aufgabe besteht also in der Berechnung eines zwei-
dimensionalen Gaußintegrals.

• Dazu wird das Integral

I =

∫
dnx exp

(
−1

2
xtAx+ ibtx

)
(II.3.42)

betrachtet, wobei x ∈ R
n, ebenso auch b ∈ R

n, und A eine positiv definite, symme-
trische n× n-Matrix sein soll. Setzt man nun x = y + iz, erhält man

−1

2
xtAx+ ibtx = −1

2
(y + iz)tA(y + iz) + ibt(y + iz)

= −1

2
ytAy − iytAz +

1

2
ztAz + ibty − btz . (II.3.43)

Die spezielle Wahl z = A−1b ergibt dann

−1

2
xtAx+ ibtx = −1

2
ytAy − 1

2
btA−1b , (II.3.44)
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so dass

I = exp

(
−1

2
btA−1b

)∫
dny exp

(
−1

2
ytAy

)
. (II.3.45)

Nach einer orthogonalen Transformation, die A auf Hauptachsen bringt, faktorisiert
das Integral in n einfache Gaußintegrale (I.5.35):

∫
dny exp

(
−1

2
ytAy

)
=

n∏

j=1

∫
dyj e−

1

2
ajy2

j

=

n∏

j=1

√
2π

aj

=
(2π)n/2

(detA)1/2
, (II.3.46)

wobei aj (j = 1, . . . , n) die positiven Eigenwerte von A bezeichnet; deren Produkt
ergibt die Determinante detA. Damit findet man für das Integral (II.3.42) insge-
samt den Ausdruck

I =
(2π)n/2

(detA)1/2
exp

(
−1

2
btA−1b

)
(II.3.47)

für positive definite, symmetrische n× n-Matrizen A. �

Im vorliegenden Fall (II.3.40) ist n = 2 und A durch Gl. (II.3.41) gegeben. Man berechnet
leicht

detA = 4
(
1 − e−2β~ω

)
(II.3.48)

und

A−1 =
1

2
(
1 − e−2β~ω

)
(

1 −e−β~ω

−e−β~ω 1

)
, (II.3.49)

also liefert die Durchführung der Integrationen über u und v in Gl. (II.3.38) die Matrix-
elemente zunächst in der noch etwas unhandlichen Form

〈q|e−βH |q′〉 =
(mω
π~

)1/2 e
1

2
(ξ2+ξ′2)

π

2π e−
1

2
β~ω

2
(
1 − e−2β~ω

)1/2
exp

(
−1

2
btA−1b

)
(II.3.50)

=
(mω
π~

) 1

2 e−
1

2
β~ω

(
1 − e−2β~ω

)1/2

× exp

(
1

2

(
ξ2 + ξ′2

)
− 1

1 − e−2β~ω

(
ξ2 − 2ξξ′e−β~ω + ξ′2

))
.
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Damit ist die
”
eigentliche“ Rechnung abgeschlossen; es folgen noch einige

”
kosmetische“

Umformungen: Man hat

(
e−β~ω

1 − e−2β~ω

)1/2

=
1

(
2 sinh(β~ω)

)1/2
(II.3.51)

und

−2ξξ′ e−β~ω

1 − e−2β~ω
=

−ξξ′
sinh(β~ω)

, (II.3.52)

ebenso auch

1

2
(ξ2 + ξ′2) − ξ2 + ξ′2

1 − e−2β~ω
=

(1 − e−2β~ω − 2)(ξ2 + ξ′2)

2 (1 − e−2β~ω)

= −1

2

1 + e−2β~ω

1 − e−2β~ω
(ξ2 + ξ′2)

= −1

2
coth(β~ω) (ξ2 + ξ′2) . (II.3.53)

Mit diesen Beziehungen folgt nun

〈q|e−βH |q′〉 =

(
mω

2π~ sinh(β~ω)

)1/2

exp

(
−1

2
(ξ2 + ξ′2) coth(β~ω) +

ξξ′

sinh(β~ω)

)
.

(II.3.54)

Die weiteren Umformungen zielen darauf ab, nur die Summe (ξ + ξ′) und die Differenz
(ξ − ξ′) als Argumente zu erhalten:

−1

2
(ξ2 + ξ′2) cothα +

ξξ′

sinhα
= −1

4

[
(ξ2 + 2ξξ′ + ξ′2)

(
cothα− 1

sinhα

)

+ (ξ2 − 2ξξ′ + ξ′2)

(
cothα +

1

sinhα

)]
.(II.3.55)

Beachtet man nun noch die trigonometrischen Identitäten

cothα− 1

sinhα
= tanh

α

2

und

cothα +
1

sinhα
= coth

α

2
,

so erhält man schließlich die gesuchten Matrixelemente von e−βH in der in der Literatur
üblicherweise angegebenen Form

〈q|e−βH |q′〉 =

(
mω

2π~ sinh(β~ω)

)1/2

(II.3.56)

× exp

(
−mω

4~

[
(q + q′)2 tanh

(
1

2
β~ω

)
+ (q − q′)2 coth

(
1

2
β~ω

)])
,
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wobei die dimensionslosen Variablen ξ und ξ′ gemäß der Skalierung (II.3.34) wieder auf
die physikalischen Größen q und q′ zurückgeführt wurden.

Für die Normierung der vollen Dichtematrix nach Gl. (II.2.15) wird nun die Spur des
Zählers (II.3.56) benötigt, die sich durch

”
Summation“ über die Diagonalelemente ergibt:

tr e−βH =

∫
dq 〈q|e−βH |q〉

=

(
mω

2π~ sinh(β~ω)

)1/2
(

π 4~

mω 4 tanh
(

1
2
β~ω

)
)1/2

. (II.3.57)

Unter Benutzung der Identität

sinhα tanh
α

2
= 2 sinh

α

2
cosh

α

2

sinh α
2

cosh α
2

= 2 sinh2 α

2

und des Spektrums (II.3.32) erhält man daraus, wie erwartet,

tr e−βH =
1

2 sinh
(

1
2
β~ω

)

=
e−

1

2
β~ω

1 − e−β~ω

= e−
1

2
β~ω

∞∑

n=0

e−nβ~ω

=

∞∑

n=0

e−βEn , (II.3.58)

so dass die vertraute Form (II.2.13) der kanonischen Zustandssumme zurückerhalten wird.
Man beachte aber, dass diese Zustandssumme hier mit Hilfe der

”
Spurformel“ (II.3.57)

berechnet werden konnte, ohne die explizite Form (II.3.32) des Oszillatorspektrums zu
benutzen!

Die Wahrscheinlichkeitsdichte dafür, das mit einer thermischen Umgebung der Tempera-
tur T wechselwirkende Oszillatorteilchen am Ort q zu finden, wird durch das Diagonal-
element 〈q|̺k.E.|q〉 des normierten Dichteoperators ̺k.E. = e−βH/tr e−βH gegeben:

〈q|̺k.E.|q〉 =

(
mω

π~
tanh

(
1

2
β~ω

))1/2

exp

(
−mωq

2

~
tanh

(
1

2
β~ω

))
. (II.3.59)

Für β~ω ≪ 1, d.h. im Hochtemperaturfall ~ω ≪ kBT , in dem das thermische Energieäqui-
valent kBT sehr groß im Vergleich zum Abstand ~ω der Energie-Eigenwerte des Oszillators
ist, kann die lineare Näherung tanh

(
1
2
β~ω

)
≈ 1

2
β~ω verwendet werden. Damit fällt die

Plancksche Konstante heraus; es bleibt die Boltzmannsche Verteilung

〈q|̺k.E.|q〉 =

(
mω2

2πkBT

)1/2

exp

(
−mω

2q2

2kBT

)
, (II.3.60)
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in der die potentielle Energie des Oszillatorteilchens am Ort q in das Verhältnis zu kBT
gesetzt und wie üblich exponentiell gewichtet wird. Wenn also die Energieportionen, die
das Oszillatorteilchen mit seiner Umgebung austauscht, so groß sind, dass die

”
Körnigkeit“

des Oszillatorspektrums keine Rolle mehr spielt, verhält sich das System rein klassisch.

In entgegengesetzten Tieftemperatur-Grenzfall , also für β~ω ≫ 1 oder ~ω ≫ kBT , gilt in
guter Näherung tanh

(
1
2
β~ω

)
≈ 1, und daher

〈q|̺k.E.|q〉 =
(mω
π~

)1/2

exp

(
−mωq

2

~

)
= |ϕ0(q)|2 . (II.3.61)

In diesem Fall sind die von der Umgebung zur Verfügung gestellten Energiemengen im
Mittel zu klein, um den Oszillator anregen zu können, so dass er im Grundzustand mit
der Wellenfunktion ϕ0(q) verbleibt; die Wahrscheinlichkeitsdichte für den Aufenthalt bei q
wird dann rein quantenmechanisch durch das Quadrat dieser Wellenfunktion bestimmt.

Auch ein Blick auf die Nichtdiagonalelemente der Dichtematrix des Oszillators ist lohnend:
Im Hochtemperaturfall findet man

〈q|̺k.E.|q′〉 =

(
mω2

2πkBT

)1/2

exp

(
− mω2

8kBT
(q + q′)2 − mkBT

2~2
(q − q′)2

)
. (II.3.62)

Da nun, wie bereits aus Gl. (II.3.26) bekannt, mkBT/(2~
2) = π/λ2, wird auch hier die

Längenskala für den thermisch induzierten Zerfall quantenmechanischer Korrelationen
zwischen den Orten q und q′ durch die thermische Wellenlänge (II.3.19) gesetzt. Im Tief-
temperaturlimes ist dagegen

〈q|̺k.E.|q′〉 =
(mω
π~

)1/2

exp
(
−mω

2~
(q2 + q′2)

)
, (II.3.63)

woraus sich z.B. 〈q|̺k.E.|q〉 = 〈q|̺k.E.|−q〉 ergibt. In diesem Fall hat die Umgebung keinen
Einfluss mehr; die Summe (II.3.36) reduziert sich auf den Grundzustandsterm n = 0 und
das System befindet sich in einem reinen Zustand. Folglich wird die Dichtematrix nach
Normierung durch das Produkt

〈q|̺k.E.|q′〉 = ϕ0(q)ϕ0(q
′) (II.3.64)

gegeben, hat also erkennbar die für einen reinen Zustand erwartete Projektoreigenschaft.

II.4 Systeme ununterscheidbarer Teilchen

Das Beispiel des harmonischen Oszillators zeigt, wie sich die diskrete Natur eines quanten-
mechanischen Spektrums bei tiefen Temperaturen bemerkbar macht: Wenn das thermi-
sche Energieäquivalent kBT , also die typische Größe der Energieportionen, mit denen die
Umgebung an dem System

”
angreift“, nicht mehr ausreicht, um die quantenmechanischen

Niveauabstände zu überbrücken, wird die thermische Anregung des Systems unterbun-
den. Dieser Effekt ist z.B. verantwortlich für das Verschwinden von Wärmekapazitäten
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bei Annäherung an den Temperatur-Nullpunkt. Es gibt darüber hinaus noch eine zweite
Quelle von Unterschieden zwischen der klassischen und der quantenmechanischen Statis-
tik, nämlich die prinzipielle Ununterscheidbarkeit identischer quantenmechanischer Teil-
chen. Diese Ununterscheidbarkeit führt sogar in einem System idealer Teilchen, dessen
Hamiltonoperator kein Wechselwirkungspotential enthält, zu Korrelationen zwischen den
Teilchen.
Der Hamiltonoperator H eines solchen Systems idealer identischer Teilchen ist stets eine
Summe von

”
Einteilchen-Operatoren“,

H =
N∑

i=1

Hi , (II.4.1)

wobei Hi nur auf die Koordinaten des i-ten Teilchens wirkt.

• Ein typisches Beispiel liefert der Hamiltonoperator eines freien idealen Gases, der
sich additiv aus den Operatoren der kinetischen Energie der einzelnen N Teilchen
zusammensetzt:

H = − ~
2

2m

N∑

i=1

∆i . (II.4.2)

Bezeichnet ~ri = (xi, yi, zi)
t den Ortsvektor des i-ten Teilchens, so ist

∆i =
∂2

∂x2
i

+
∂2

∂y2
i

+
∂2

∂z2
i

(II.4.3)

der auf die Koordinaten dieses Teilchens wirkende Laplace-Operator. �

Die Einteilchen-Operatoren legen die Einteilchen-Energieniveaus ε und die zugehörigen

”
Einteilchen-Orbitale“ ϕε(~ri) als Lösungen des zugehörigen stationären Einteilchen-Eigen-

wertproblems fest:

Hiϕε(~ri) = εϕε(~ri) . (II.4.4)

Eine formale (d.h. zwar mathematisch richtige, aber nicht unbedingt auch physikalisch
realisierte) Lösung der stationären Vielteilchen-Schrödingergleichung

Hψ̃(~r1, . . . , ~rN) = Eψ̃(~r1, . . . , ~rN) (II.4.5)

erhält man daraus sofort durch einen Produktansatz,

ψ̃(~r1, . . . , ~rN) =
N∏

i=1

ϕεi
(~ri) ; (II.4.6)

die Gesamtenergie E ist dann einfach die Summe der Einteilchen-Energien der in diesem
Ansatz vorkommenden Orbitale,

E =

N∑

i=1

εi . (II.4.7)
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Hier läuft die Summe über den
”
Teilchenindex“ i; das i-te Teilchen besetzt den Zustand

mit der Energie εi. Es ist jedoch im Hinblick auf die vorausgesetzte Ununterscheidbarkeit
der Teilchen logisch falsch, überhaupt das Konzept des

”
i-ten Teilchens“ zu verwenden

und damit ein nicht vorhandenes Unterscheidungsmerkmal der Teilchen — nämlich ihre
Nummer i — an den Anfang der Diskussion zu stellen. Stattdessen geht man daher zur so
genannten Besetzungszahldarstellung über: Man numeriert die Einteilchen-Niveaus durch
einen Index α und ordnet dem Niveau εα die zugehörige Besetzungszahl nα zu, die angibt,
wieviele — nicht aber welche! — Teilchen sich in diesem Zustand befinden. Bei vorgege-
bener Energie E eines idealen N -Teilchen-Systems gelten dann für jeden möglichen Satz
{nα | α = 1, 2, 3, . . .} die beiden Beziehungen

∑

α

nα = N (II.4.8)

und
∑

α

nαεα = E . (II.4.9)

Wären die Teilchen unterscheidbar, wie in der klassischen Physik stets implizit voraus-
gesetzt wird, gäbe es für einen solchen Satz {nα} von Besetzungszahlen genau

Wkl

(
{nα}

)
=

N !

n1!n2! . . .
(II.4.10)

Realisierungsmöglichkeiten: Zwar gibt es insgesamt N ! Permutationen der N Teilchen;
wenn jedoch nα ≥ 2 für ein Niveau α, liefern nicht alle dieser Permutationen eine neue
Konfiguration, da sich durch eine Vertauschung nur der nα Teilchen, die das Niveau α
besetzen, nichts ändert.
Für identische quantenmechanische, also prinzipiell ununterscheidbare Teilchen führt da-
gegen keine Permutation der Teilchen zu einer neuen Konfiguration: Wenn die Teilchen in
jeder Hinsicht ununterscheidbar sind, ändert sich durch den Austausch zweier beliebiger
Teilchen nichts! Das statistische Gewicht jedes erlaubten Satzes {nα} von Besetzungs-
zahlen, d.h. eines jeden Satzes, der die beiden Einschränkungen (II.4.8) und (II.4.9)
respektiert, ist daher nun einfach

Wqm

(
{nα}

)
= 1 . (II.4.11)

Der Vergleich der klassischen und der quantenmechanischen Gewichtsfaktoren (II.4.10)
und (II.4.11) deutet auf einen interessanten Sachverhalt hin: Der in der klassischen Sta-
tistik ad hoc eingeführte Korrekturfaktor 1/N !, der z.B. für die Berechnung der mikroka-
nonischen Zustandszahl

Ω(E, V,N) =
1

(2π~)3NN !

∫

H(q,p)≤E

d3Nq d3Np

herangezogen wurde, führt die falsche,
”
klassische“ Gewichtung (II.4.10) in die korrekte,

quantenmechanische über, sofern alle Niveaus höchstens einfach besetzt sind, nα ≤ 1 für
alle α.
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Falls jedoch die Bedingungen derart sind, dass die Teilchen eines idealen Gases ihre
Einteilchen-Zustände mit signifikanter Wahrscheinlichkeit auch mehrfach besetzen könn-
ten, weil z.B. bei tiefen Temperaturen nur wenige solcher Zustände zur Verfügung stehen,
reicht diese ad hoc-Korrektur nicht mehr aus. Vielmehr verlangt die Quantenmechanik
dann die Unterscheidung von zwei grundlegend verschiedenen Typen identischer Teilchen,
nämlich von Bosonen und Fermionen.

”
Prinzipielle Ununterscheidbarkeit“ vonN Teilchen erfordert mindestens, dass dieN -fache

Dichte |ψ(~r1, . . . , ~rN)|2, also das Betragsquadrat der N -Teilchen-Wellenfunktion, invari-
ant unter jeder Permutation dieser Teilchen bleibt. Bezeichnet daher P einen Permutati-
onsoperator, dessen Wirkung auf eine solche Vielteilchen-Wellenfunktion in symbolischer
Schreibweise durch

Pψ(~r1, . . . , ~rN) = ψ(P~r1, . . . , P~rN) (II.4.12)

beschrieben wird, wobei ~ri unter der betrachteten Permutation in P~ri überführt wird, so
gilt kurz

|Pψ|2 = |ψ|2 (II.4.13)

für jede der N ! Permutationen.

Diese Gleichung (II.4.13) lässt zwei Möglichkeiten zu:

1. Sie wird erfüllt, wenn die Vielteilchen-Wellenfunktion bei jeder Permutation der
Teilchen unverändert bleibt,

Pψ = ψ für alle P , (II.4.14)

d.h. wenn ψ symmetrisch in allen Argumenten ist. Ausgehend von einer Produkt-
funktion (II.4.6), also von

ψ̃(~r1, . . . , ~rN) =
N∏

i=1

ϕεi
(~ri) ,

erhält man eine
”
symmetrisierte“ und normierte Wellenfunktion ψS(~r1, . . . , ~rN) mit

der Eigenschaft (II.4.14) durch die Vorschrift

ψS(~r1, . . . , ~rN) =
1√

N !n1!n2! . . .

∑

P

Pψ̃(~r1, . . . , ~rN) , (II.4.15)

wobei die Summe hier über alle N ! Permutationen P läuft.

• Dazu ein einfaches Beispiel: In einem System mit N = 3 idealen identischen
Teilchen sollen nα = 1 Teilchen den Einteilchen-Zustand α und nβ = 2 Teilchen
den Zustand β besetzen; alle weiteren Zustände bleiben unbesetzt. In diesem
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Fall erstreckt sich die Summe über 3 ! = 6 Terme: Schreibt man kurz ϕα(1) für
ϕα(~r1), usw., ergibt sich

∑

P

Pψ̃ = ϕα(1)ϕβ(2)ϕβ(3) + ϕα(1)ϕβ(3)ϕβ(2)

+ϕα(2)ϕβ(1)ϕβ(3) + ϕα(2)ϕβ(3)ϕβ(1)

+ϕα(3)ϕβ(1)ϕβ(2) + ϕα(3)ϕβ(2)ϕβ(1)

= 2ϕα(1)ϕβ(2)ϕβ(3)

+2ϕα(2)ϕβ(1)ϕβ(3)

+2ϕα(3)ϕβ(1)ϕβ(2) . (II.4.16)

Aufgrund der Tatsache, dass Vertauschungen der beiden Teilchen im Zustand
β keine neue Konfiguration liefern, sind je zwei der durch die Gesamtheit al-
ler Permutationen erzeugten Terme identisch. Die Norm dieser Wellenfunkti-
on (II.4.16) beträgt daher

√
22 + 22 + 22 =

√
12 =

√
3 ! · 2 ! , in Übereinstim-

mung mit der allgemeinen Form (II.4.15). �

Die Verallgemeinerung dieses Beispiels erklärt den in Gl. (II.4.15) auftretenden Nor-
mierungsfaktor: Es gibt N !/(n1!n2! . . .) Permutationen, die verschiedene Konfigu-
rationen generieren; von diesen tritt jede (da es insgesamt N ! Permutationen gibt)
n1!n2! . . . mal auf. Das Normquadrat des Hilbertraumvektors, der bei der Summa-
tion über alle Permutationen aufgebaut wird, ist also

N !

n1!n2! . . .

(
n1!n2! . . .

)2
= N !n1!n2! . . . .

Dieser
”
symmetrische“ Fall 1 wird in der Natur realisiert durch Teilchen mit

”
ganz-

zahligem“ Spin; solche Teilchen heißen Bose-Teilchen, oder kurz Bosonen. Ihre
Statistik, die Bose–Einstein-Statistik , wird durch die Tatsache beherrscht, dass
die Symmetrie der bosonischen Vielteilchen-Wellenfunktionen (II.4.15) keine Ein-
schränkungen für die Besetzungszahlen nα der Einteilchen-Niveaus nach sich zieht:

BE: nα = 0, 1, 2, 3, . . . für alle α . (II.4.17)

• Beispiele für Bosonen sind Photonen, Phononen, π-Mesonen, Gluonen, Higgs-
Teilchen, 4He-Atome, 23Na, 87Rb, und weitere zusammengesetzte Teilchen mit
ganzzahligem Gesamtspin. �
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2. Eine zweite Möglichkeit, die Gl. (II.4.13) zu erfüllen, besteht darin, dass die Viel-
teilchen-Funktion unter einer ungeraden Permutation ihrer Argumente ihr Vorzei-
chen wechselt:

Pψ =

{
+ψ , P gerade ,
−ψ , P ungerade .

(II.4.18)

Dabei heißt eine Permutation P gerade, wenn sie in eine gerade Zahl von Zweier-
vertauschungen (so genannte

”
Transpositionen“) zerlegt werden kann, und unge-

rade, wenn sie eine ungerade Anzahl solcher Paarvertauschungen enthält. Einer
geraden Permutation P ordnet man ein positives signum zu, einer ungeraden ein
negatives. Schreibt man dieses signun einer Permutation P symbolisch als (−1)P ,
erhält man eine Vielteilchen-Wellenfunktion ψA(~r1, . . . , ~rN) mit der geforderten Ei-
genschaft (II.4.18) durch die Vorschrift

ψA(~r1, . . . , ~rN) =
1√
N !

∑

P

(−1)PPψ̃(~r1, . . . , ~rN) , (II.4.19)

wobei erneut ψ̃(~r1, . . . , ~rN) die Produktfunktion (II.4.6) bezeichnet; diese Funkti-
on (II.4.19) ist insbesondere antisymmetrisch unter dem Austausch zweier beliebiger
Teilchen.

Die Bildungsvorschrift (II.4.19) zeigt, dass diese
”
antisymmetrisierte“ Vielteilchen-

Wellenfunktion als alternierende Multilinearform, also als formale Determinante ei-
ner N ×N -Matrix aufgefasst werden kann:

ψA(~r1, . . . , ~rN) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕα1
(1) ϕα1

(2) . . . ϕα1
(N)

ϕα2
(1) ϕα2

(2) . . . ϕα2
(N)

...
... . . .

...
ϕαN

(1) ϕαN
(2) . . . ϕαN

(N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; (II.4.20)

ein derartiger Ausdruck wird in der Vielteilchen-Theorie als Slater-Determinate be-
zeichnet. Da eine solche Determinante verschwindet, wenn sie zwei gleiche Zeilen
besitzt, d.h. wenn einer der Niveauindizes α zwei– oder mehrfach auftaucht, wird
an dieser Schreibweise sofort ersichtlich, dass für Vielteilchen-Systeme mit der Ei-
genschaft (II.4.18) jedes Einteilchen-Niveau höchstens einfach besetzt sein kann.

Dieser
”
antisymmetrische“ Fall 2 wird in der Natur durch Teilchen mit

”
halbzah-

ligem“ Spin realisiert; solche Teilchen heißen Fermi-Teilchen oder Fermionen. Ihre
Statistik, die Fermi–Dirac-Statistik, wird durch die Forderung bestimmt, dass jedes
Niveau entweder unbesetzt oder einfach besetzt, nicht aber mehrfach besetzt ist:

FD: nα ≤ 1 für alle α . (II.4.21)

• Beispiele für Fermionen sind Elektronen, Myonen, Tauonen, Quarks, Protonen,
Neutronen, Neutrinos, 3He-Atome, usw. �

Der hier sichtbar werdende Zusammenhang zwischen dem Teilchenspin und der Viel-
teilchen-Statistik, der Systeme aus identischen Teilchen gehorchen, wird häufig als Spin-
Statistik-Theorem bezeichnet.



II.5 Kanonische Dichtematrix für ein System freier Teilchen 92

II.5 Kanonische Dichtematrix für ein System freier Teilchen

Es wird nun ein ideales Gas aus N identischen Teilchen im thermischen Kontakt mit einer
Umgebung der Temperatur T betrachtet, also etwa eine in einem Behälter eingeschlossene
Gasportion, wobei der

”
thermische Kontakt mit der Umgebung“ hergestellt wird durch

die Stöße der Gasteilchen mit den Behälterwänden, die die vorgegebene Temperatur T
haben sollen.
Die kanonische Dichtematrix dieses Systems hängt nun in der Ortsdarstellung von den
Koordinaten aller N Teilchen ab:

〈~r1, . . . , ~rN |̺|~r ′
1, . . . , ~r

′
N〉 =

1

ZN(β)
〈~r1, . . . , ~rN |e−βH |~r ′

1, . . . , ~r
′
N〉 ; (II.5.1)

dabei ist die kanonische N -Teilchen-Zustandssumme ZN(β) die Spur des Zählers:

ZN(β) =

∫
d3Nr 〈~r1, . . . , ~rN |e−βH |~r1, . . . , ~rN〉 . (II.5.2)

Schreibt man zur Abkürzung wieder ~r1 ≡ 1, ~r ′
1 ≡ 1′, usw., erhält man für diesen Zähler

die bekannte Spektralsumme in der Form

〈1, . . . , N |e−βH |1′, . . . , N ′〉 =
∑

E

e−βE ψE(1, . . . , N)ψ∗E(1′, . . . , N ′) . (II.5.3)

Ebenso wie bereits bei der Behandlung des einzelnen freien Teilchens in Abschnitt II.3.2
wird nun vorausgesetzt, dass der das Gas einschließende physikalische Behälter so groß
und derart geformt ist, dass Randeffekte keine Rolle spielen. Unter dieser Voraussetzung
darf erneut von der tatsächlichen Form des Behälters abgesehen und einfach ein kubisches

”
Quantisierungsvolumen“ V = L3 mit den bequemen periodischen Randbedingungen her-

angezogen werden. Die Einteilchen-Orbitale sind dann die bekannten ebenen Wellen,

ϕ~k(~r ) =
1√
V

ei~k·~r mit ~k =
2π

L
~n , (II.5.4)

wobei der Vektor ~n nur ganzzahlige Einträge enthält. Die Energieeigenwerte E des Viel-
teilchen-Systems lauten folglich

E =
~

2

2m
(~k2

1 + ~k2
2 + . . .+ ~k2

N)

≡ ~
2

2m
~K2 , (II.5.5)

wobei hier der Multiindex ~K = (~k1, . . . , ~kN) eingeführt wurde.

Es soll nun zunächst ein Gas aus identischen Fermionen behandelt werden. Dann sind
alle Wellenzahlvektoren ~k1, . . . , ~kN verschieden; die in die Spektralsumme (II.5.3) einzu-
setzenden Vielteilchen-Funktionen sind die Slater-Determinanten (II.4.19):

ψE(1, . . . , N) =
1√
N !

∑

P

(−1)PP
(
ϕ~k1

(1) . . . ϕ~kN
(N)

)
. (II.5.6)
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Da es unerheblich ist, ob man hier die Argumente der Einteilchen-Funktionen oder ihre
Wellenzahl-Indizes permutiert, hat man auch

ψE(1, . . . , N) =
1√
N !

∑

P

(−1)Pϕ~k1
(P1) . . . ϕ~kN

(PN)

=
1√
N !

∑

P

(−1)Pϕ~kP1
(1) . . . ϕ~kPN

(N) . (II.5.7)

Beide dieser Möglichkeiten werden nun für die Auswertung der Spektralsumme (II.5.3)
benutzt:

〈1, . . . , N |e−βH |1′, . . . , N ′〉 =
1

N !

∑

~K

exp

(
−β~

2 ~K2

2m

)
(II.5.8)

×
∑

P

(−1)Pϕ~k1
(P1) . . . ϕ~kN

(PN)
∑

eP

(−1)
ePϕ∗~k eP1

(1′) . . . ϕ∗~k ePN

(N ′) .

Die Schwierigkeit besteht nun darin, dass in der Summe über ~K die einzelnen Wellenzahl-
vektoren ~ki nicht voneinander unabhängig sind, da sie ja den durch die Fermi-Statistik
diktierten Einschränkungen gehorchen müssen: (i) Kein ~ki taucht zweimal in einem Multi-

index ~K auf, (ii) die Reihenfolge der einzelnen Einträge ~ki ist unerheblich: Multiindizes,
die sich nur durch die Reihenfolge ihrer Einträge unterscheiden, führen auf die gleiche
Energie (II.5.5) und sind daher als gleich anzusehen, kommen also nicht alle einzeln in
der Summe vor!
Dennoch lässt sich der Ausdruck (II.5.8) mit Hilfe von zwei zwei elementaren kombina-
torischen Argumenten wesentlich vereinfachen:

1. Eine beliebige Permutation der Wellenzahlvektoren ~k1, . . . , ~kN , die einen fermioni-
schen Multiindex ~K der Summe (II.5.8) bilden, führt auf den gleichen Summanden.
Denn zunächst ist der Wert der Energie (II.5.5) von der Reihenfolge der Beiträge
unabhängig. Weiterhin ändern sich die Wellenfunktionen ψE und ψ∗E bei einer Per-
mutation der Einteilchen-Indizes höchstens um ein Vorzeichen; das Produkt ψE ψ

∗
E

bleibt daher invariant. Wenn alle Wellenzahlenvektoren ~ki unter der Summe un-
abhängig voneinander laufen, werden sämtliche möglichen Multiindizes ~K generiert;
zu jedem Multiindex mit verschiedenen Einträgen also auch alle N ! Permutationen
davon. Daher gilt die Ersetzung

∑

~K

. . . =
1

N !

∑

~k1...~kN

. . . , (II.5.9)

wobei die Wellenzahlvektoren unter der Summe auf der rechten Seite tatsächlich
unabhängig voneinander sind. Zwar tauchen auf der rechten Seite nun auch Kon-
figurationen auf, bei denen zwei oder mehrere der Einteilchen-Wellenzahlvektoren
gleich sind; diese liefern jedoch wegen der Antisymmetrie der fermionischen Vielteil-
chenfunktionen keinen Beitrag.
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2. Für jede der N ! Permutationen der Elemente eines fermionischen Multiindex ~K
ergibt die in Gl. (II.5.8) auftretende Summe über P̃ die gleichen N ! Beiträge, da

ja stets die gleichen Einträge von ~K permutiert werden. Damit liefert ein Multi-
index ~K insgesamt (N !)2 Terme. Diese werden korrekt zusammengefasst, wenn auf
der rechten Seite des Schemas (II.5.9) unter der N -fachen Summe — die ja bereits

alle Permutationen generiert — die weitere Summe über alle P̃ durch das N !-fache
des Beitrags nur der identischen Permutation ersetzt wird (so dass der im 1. Argu-
mentationsschritt eingeführte Faktor 1/N ! wieder wegfällt):

∑

~K

∑

eP

P̃ . . . =
1

N !

∑

~k1...~kN

N ! Id . . . . (II.5.10)

Mit diesen Überlegungen erhält man aus der ursprünglichen Summe (II.5.8) nun den
erheblich einfacheren Ausdruck

〈1, . . . , N |e−βH |1′, . . . , N ′〉 =
1

N !

∑

~k1...~kN

exp

(
−β ~

2

2m
(~k2

1 + . . .+ ~k2
N)

)

×
∑

P

(−1)Pϕ~k1
(P1)ϕ∗~k1

(1′) . . . ϕ~kN
(PN)ϕ∗~kN

(N ′) . (II.5.11)

Die Ersetzung der N unabhängigen Summen über die Wellenzahlvektoren ~ki durch Inte-
grale nach der bekannten Regel (II.3.22), also

1

V

∑

~ki

. . . → 1

(2π)3

∫
d3ki . . . ,

führt auf eine Summe über Produkte von N Integralen von genau der Gestalt (II.3.23),
die bereits in Abschnitt II.3.2 bei der Berechnung der kanonischen Dichtematrix eines
einzelnen freien Teilchens angetroffen wurde; das Ergebnis kann daher von dort abgelesen
werden:

〈1, . . . , N |e−βH |1′, . . . , N ′〉

=
1

N !

1

(2π)3N

∑

P

(−1)P

∫
d3k1 exp

(
−β~

2~k2
1

2m
+ i~k1 · (P1 − 1′)

)

× . . .×
∫

d3kN exp

(
−β~

2~k2
N

2m
+ i~kN · (PN −N ′)

)

=
1

N !λ3N

∑

P

(−1)Pf(P~r1 − ~r ′
1) × . . .× f(P~rN − ~r ′

N) (II.5.12)

mit der schon in Gl. (II.3.25) auftauchenden Funktion

f(~r ) = exp

(
−π~r

2

λ2

)
. (II.5.13)
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Wiederholt man die Rechnung für Bosonen, so ist auf die Normierung der bosonischen
Vielteilchen-Funktionen (II.4.15) achtzugeben: Die Spektralsumme (II.5.3) erhält nun die
Form

〈1, . . . , N |e−βH |1′, . . . , N ′〉 =
1

N !

∑

~K

1

n1!n2! . . .
exp

(
−β~

2 ~K2

2m

)

×
∑

P

ϕ~k1
(P1) . . . ϕ~kN

(PN)
∑

eP

ϕ∗~k eP1

(1′) . . . ϕ∗~k ePN

(N ′) , (II.5.14)

wobei ni die Besetzungszahl des Einteilchen-Niveaus mit dem Wellenzahlvektor ~ki angibt.
Die hier auftauchende Summe über die bosonischen Wellenzahl-Multiindizes ~K enthält nur
die Kombinationen von Wellenzahlvektoren, die aufgrund der Bose-Symmetrie benötigt
werden, läuft also nicht über alle Permutationen von (~k1, . . . , ~kN), sondern nur über die-
jenigen, bei denen (im Falle von Konfigurationen mit mehrfach besetzten Einteilchen-
Zuständen) verschiedene Wellenzahlvektoren vertauscht werden. Daher hat man nun

∑

~K

. . . =
∑

~k1...~kN

(
N !

n1!n2! . . .

)−1

. . . (II.5.15)

mit voneinander unabhängigen Summen über die einzelnen ~ki. Der zweite Teil des Argu-
mentes entspricht genau dem fermionischen Fall: Die Summe über alle P̃ in Gl. (II.5.14)
kann nach der Umformung (II.5.15) durch das N !-fache des Beitrags der identischen
Permutation ersetzt werden. Folglich erhält man nun ein Resultat, das sich von dem fer-
mionischen Ausdruck (II.5.12) nur durch die Ersetzung der Vorzeichenfaktoren (−1)P

durch +1 unterscheidet.

Fasst man daher die Vielteilchen-Matrixelemente von e−βH für beide Fälle in kompakter
Form zusammen, hat man

〈~r1, . . . , ~rN |e−βH |~r ′
1, . . . , ~r

′
N〉 =

1

N !λ3N

∑

P

(±1)Pf(P~r1−~r ′
1)·. . .·f(P~rN−~r ′

N) , (II.5.16)

wobei das obere (untere) Vorzeichen für Bosonen (Fermionen) gilt. Dieses bemerkenswerte
Ergebnis (II.5.16) wird zwar wegen der N ! Summanden für große Teilchenzahlen N recht
unhandlich, ist aber exakt!

Für die Berechnung der kanonischen N -Teilchen-Zustandssumme müssen nun die Dia-
gonalelemente dieser Matrix betrachtet werden, also setze ~ri = ~r ′

i für i = 1, . . . , N :

〈~r1, . . . , ~rN |e−βH |~r1, . . . , ~rN〉 =
1

N !λ3N

∑

P

(±1)Pf(P~r1−~r1)· . . .·f(P~rN−~rN) . (II.5.17)

Ordnet man die Menge aller N ! Permutationen P nach zunehmender Komplexität, hat
man als einfachsten Beitrag die identische Permutation P = Id, für die sich jeder der
Faktoren f(P~ri − ~ri) auf der rechten Seite dieser Gleichung auf

”
1“ reduziert. Es folgen

die Transpositionen, also die N(N − 1)/2 Permutationen, bei denen genau zwei Teilchen



II.5 Kanonische Dichtematrix für ein System freier Teilchen 96

miteinander vertauscht werden; für diese Zweier-Zyklen sind nun zwei der N Faktoren
f(P~ri − ~ri) von Eins verschieden. Die Permutationen, an denen drei Teilchen

”
aktiv“

beteiligt sind, beschreiben einen
”
Ringtausch“, also einen Dreier-Zykel. Man hat somit

∑

P

. . . = 1 ±
∑

2−Zyklen

fijfji +
∑

3−Zyklen

fijfjkfki ± . . . , (II.5.18)

wobei die bequeme Abkürzung fij = f(~ri−~rj) benutzt wurde. (Vorsicht: In den folgenden
Termen dieser Reihe mit vier von Eins verschiedenen Faktoren müssen die Vierer-Zyklen
und die “Produkte“ von zwei Zweier-Zyklen berücksichtigt werden; die höheren Beiträge
werden also zunehmend komplizierter!)
Diese so genannte

”
Zykelzerlegung“ der Permutationsgruppe liefert nicht nur ein formal-

mathematisches, sondern auch ein physikalisch aussagekräftiges Ordnungsprinzip für die
Reihe (II.5.17). Das wird deutlich, wenn nun die für die Berechnung der Zustands-
summe (II.5.2) erforderliche N -fache Volumenintegration durchgeführt wird, wobei davon
ausgegangen wird, dass die Terme der Anordnung (II.5.18) gliedweise integriert werden
dürfen. Die Integration der führenden “1“ ergibt lediglich einen Faktor V N ; die Integration
eines beliebigen Produktes fijfji führt auf

V N−2

∫
d3ri

∫
d3rj fijfji = V NO(λ3/V ) für i 6= j : (II.5.19)

Denn zunächst können die Koordinaten von N − 2 Teilchen trivial ausintegriert werden.
Geht man dann von den verbliebenen Ortsvektoren ~ri und ~rj zu Schwerpunkts- und Rela-
tivkoordinaten der Teilchen i und j über, ergibt das Schwerpunktsintegral einen weiteren
Faktor V , während das Relativintegral von der Ordnung O(λ3) sein muss, da die Funktion
fij gemäß ihrer Definition (II.5.13) sehr schnell verschwindet, wenn |~ri − ~rj| ≫ λ, d.h.
wenn der Abstand der beiden betrachteten Teilchen groß im Vergleich zur thermischen
Wellenlänge ist; jedes Teilchen

”
spürt“ ein anderes identisches Teilchen, mit dem es aus-

getauscht werden könnte, daher nur in einem Volumen von der Größenordnung λ3 um
sich herum. Ebenso macht man sich klar, dass das entsprechende Integral für einen Zykel
der Länge ℓ einen Beitrag der Ordnung

V N−ℓ V O
(
λ3(ℓ−1)

)
= V NO

(
(λ3/V )ℓ−1

)
(II.5.20)

liefert. Nun gibt es insgesamt
(

N
2

)
= N(N−1)/2 Zweier-Zyklen und O(N3) Dreier-Zyklen,

usw. Man erhält also die Zustandssumme in der sehr suggestiven Form5

ZN(β) = tr e−βH

=

∫
d3Nr 〈~r1, . . . , ~rN |e−βH |~r1, . . . , ~rN〉

=
1

N !

(
V

λ3

)N
[
1 +Nc1

N

V
λ3 +Nc2

(
N

V
λ3

)2

+ . . .

]
(II.5.21)

5Dabei resultiert der zu c1 proportionale Beitrag offenbar nur aus Paarvertauschungen, also den Zweier-
Zyklen, der zu c2 proportionale dagegen aus den Dreier-Zyklen und den Produkten von zwei Zweier-
Zyklen.
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mit gewissen Koeffizienten cn. Der erste Faktor dieser Darstellung stimmt überein mit
dem früheren Ausdruck (I.5.24) für die Zustandssumme eines klassischen idealen Gases,
so dass die Entwicklung in der eckigen Klammer gerade den sukzessiven quantenmecha-
nischen Korrekturen zu diesem klassischen Resultat entspricht. Es fällt auf, dass man an
dieser Stelle noch nicht zum thermodynamischen Limes übergehen kann: Betrachtet man
den Grenzfall formal unendlich großer Teilchenzahl in einem unendlich großen Volumen,
N → ∞ und V → ∞, wobei die Dichte n = N/V konstant gehalten werden soll, so

”
stört“ der vor den Korrekturtermen auftretende Faktor N . Das ist allerdings kein wirk-

liches Problem, da die Zustandssumme keine intensive Größe ist; tatsächlich intensiv ist
dagegen die Freie Energie pro Teilchen, und daher auch lnZN(β)/N . Unter Verwendung
der üblichen Stirlingschen Näherung findet man

1

N
lnZN(β) = − ln(nλ3) + 1 + c1 nλ

3 + O
(
(nλ3)2

)
, (II.5.22)

so dass nun die
”
Quantenkorrekturen“ als Potenzreihe in dem Parameter nλ3 auftreten.

Offenbar ist diese Reihe dann praktisch brauchbar, wenn die höheren Terme schnell klein
werden, d.h. wenn nλ3 ≪ 1. Das ist genau dann der Fall, wenn der mittlere Teilchen-
abstand (V/N)1/3 groß ist im Vergleich zur thermischen Wellenlänge λ; da λ ∝ T−1/2,
wird diese Bedingung bei hinreichend hohen Temperaturen immer erfüllt. Wichtig ist
hier jedoch vor allem die Tatsache, dass die Natur der quantenmechanischen Korrek-
turen zu diesem klassischen Hochtemperatur-Grenzfall systematisch offengelegt werden
konnte: Im Unterschied zur klassischen Mechanik ist die Quantenmechanik empfindlich
gegenüber einem Austausch identischer Teilchen, die sich im Abstand von einer thermi-
schen Wellenlänge oder weniger voneinander befinden; aufgrund der (Anti-)Symmetrie der
Vielteichen-Wellenfunktion

”
spüren“ sich solche Teilchen sogar dann, wenn der Hamilton-

operator keinen Wechselwirkungsterm enthält. Nur wenn bei gegebener Temperatur T
und gegebener Teilchendichte n = N/V die thermische Wellenlänge λ sehr klein ist im
Vergleich zum mittleren Teilchenabstand n−1/3, d.h. für

nλ3 ≪ 1 , (II.5.23)

kann diese
”
Austauschwechselwirkung“ insgesamt vernachlässigt werden. Dann bleibt von

der Summe (II.5.18) nur der führende Term, also
∑

P

. . . ≈ 1 , (II.5.24)

und die N -Teilchen Zustandssumme (II.5.21) reduziert sich auf die bekannte Zustands-
summe (I.5.24) des klassischen idealen Gases, einschließlich des im Rahmen der klassischen
Theorie nur unzureichend motivierten Faktors 1/N !, der sich hier jedoch systematisch aus
der Permutationssymmetrie der Vielteilchen-Wellenfunktionen ergibt. Damit wurde ein
wichtiges Kriterium gewonnen:

Gase aus identischen Teilchen dürfen (näherungsweise) klassisch behandelt
werden, wenn ihre Dichte derart gering ist, dass die thermische Wellenlänge
der Teilchen klein ist im Vergleich zum mittleren Abstand zwischen ihnen,
wenn also die Ungleichung (II.5.23) erfüllt ist.
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Falls dieses Kriterium (II.5.23) verletzt wird, heißt das Gas
”
entartet“.

Im klassischen Grenzfall lauten die Diagonalelemente der normierten Dichtematrix nach
Gl. (II.5.17) und Gl. (II.5.21) einfach

〈~r1, . . . , ~rN |̺|~r1, . . . , ~rN〉 =
1

V N
, (II.5.25)

d.h. es existieren keine Korrelationen zwischen den Teilchen: Die N -fache Wahrschein-
lichkeitsdichte dafür, an jedem der Orte ~ri ein Teilchen zu finden, setzt sich lediglich
multiplikativ aus den Einteilchen-Dichten 〈~r |̺|~r 〉 = 1/V zusammen.
Im allgemeinen, nichtklassischen Fall ist das anders: Die Symmetrie der Vielteilchen-
Wellenfunktionen erzwingt räumliche Korrelationen selbst bei idealen Teilchen. Dieses
Prinzip wird bereits für N = 2 deutlich. Gemäß der Gl. (II.5.17) gilt dann

〈~r1, ~r2|e−βH |~r1, ~r2〉 =
1

2λ6

[
1 ± exp

(
−2π

~r 2
12

λ2

)]
(II.5.26)

mit ~r12 = ~r1 − ~r2; daraus folgt die Zustandssumme

Z2(β) =
1

2λ6

∫
d3r1

∫
d3r2

[
1 ± exp

(
−2π

~r 2
12

λ2

)]

=
1

2

(
V

λ3

)2 [
1 ± 4π

V

∫ ∞

0

dr r2 exp

(
−2πr2

λ2

)]

=
1

2

(
V

λ3

)2
[
1 ± 4π

V

√
π

4

(
λ2

2π

)3/2
]

=
1

2

(
V

λ3

)2 [
1 ± λ3

23/2V

]
. (II.5.27)

Ebenso wie bereits bei der Abschätzung (II.5.19) wurde hier zunächst das Doppelintegral
in eines über Schwerpunkts- und Relativkoordinaten verwandelt und das Integral über
die Schwerpunktsvariablen in der zweiten Zeile bereits ausgeführt; in der dritten wurde
die Identität (I.5.36) benutzt.6 Unter der schwachen Voraussetzung λ3 ≪ V darf nun die
klassische Näherung

Z2(β) ≈ 1

2

(
V

λ3

)2

(II.5.28)

verwendet werden; damit erhält man schließlich aus Gl. (II.5.26) durch Normierung das
Resultat

〈~r1, ~r2|̺|~r1, ~r2〉 =
1

V 2

[
1 ± exp

(
−2π

~r 2
12

λ2

)]
. (II.5.29)

6Da man aus N Teilchen N(N − 1)/2 Paare bilden kann, kann man aus diesem Resultat (II.5.27) den
in Gl. (II.5.21) eingeführten Koeffizienten c1 ablesen: c1 = ±1/(4

√
2).
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Für klassische Teilchen wird also die Wahrscheinlichkeitsdichte dafür, bei einer doppelten
Ortsmessung eines der Teilchen am Ort ~r1 und das andere am Ort ~r2 zu finden, einfach
durch

pkl(~r1, ~r2) =
1

V 2
=

1

V
· 1

V
(II.5.30)

gegeben; beide Teilchen sind unkorreliert . Für Bosonen lautet die entsprechende Dichte
dagegen

pBE(~r1, ~r2) =
1

V 2

[
1 + exp

(
−2π

~r 2
12

λ2

)]
; (II.5.31)

insbesondere gilt

pBE(~r1, ~r2) →
2

V 2
für ~r12 = ~r1 − ~r2 → ~0 . (II.5.32)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte dafür, beide Bosonen am gleichen Ort zu finden, ist daher
doppelt so groß wie die für zwei klassische, unterscheidbare Teilchen! Auf der anderen
Seite hat man für Fermionen

pFD(~r1, ~r2) =
1

V 2

[
1 − exp

(
−2π

~r 2
12

λ2

)]

→ 0 für ~r12 → ~0 , (II.5.33)

d.h. zwei Fermionen werden nicht am gleichen Ort angetroffen. Also kurz: Bosonen sind
auf Abständen von der Größenordnung ihrer thermischen Wellenlänge positiv korreliert ,
Fermionen dagegen negativ .

Dieser quantenstatistische Korrelationseffekt kann formal durch ein
”
statistisches Wechsel-

wirkungspotential“ VS(~r) beschrieben werden, das offenbar für Bosonen attraktiv sein
muss, um die

”
effektive Anziehung“ (II.5.32) zu gewährleisten, für Fermionen dagegen

repulsiv, entsprechend der
”
effektiven Abstoßung“ (II.5.33). Dann sollte der Korrelati-

onsfaktor 1 ± exp(−2π~r 2/λ2) als Boltzmann-Faktor dieses Potentials aufgefasst werden
können, was auf den Ansatz

1 ± exp

(
−2π

~r 2

λ2

)
= exp(−βVS(~r )) (II.5.34)

führt; daraus ergibt sich sofort die Darstellung

VS(~r ) = −kBT ln

[
1 ± exp

(
−2π

~r 2

λ2

)]
. (II.5.35)

Dieses quantenstatistische Wechselwirkungspotential ist nützlich z.B. für numerische Si-
mulationen, in denen der Effekt der quantenmechanischen Austauschwechselwirkung be-
rücksichtigt werden soll, ohne dass die Wellenfunktionen selbst in Erscheinung treten. Es
soll aber noch einmal betont werden, dass dieses effektive Potential (II.5.35) eine alleinige
Konsequenz der (Anti-)Symmetrie der Wellenfunktion eines Systems identischer Teilchen
ist.
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Abbildung II.1: Das statistische Wechselwirkungspotential (II.5.35), das auf Abständen
von der Größenordnung der thermischen Wellenlänge wirksam wird, beschreibt im Falle
identischer Bosonen eine effektive Anziehung, im Falle identischer Fermionen dagegen eine
effektive Abstoßung.

II.6 Das quantenmechanische ideale Gas im mikrokanonischen

Ensemble

Um nun auch entartete Gase behandeln zu können, für die das Kriterium (II.5.23) nicht
erfüllt ist und daher die höheren Terme der Entwicklung (II.5.22) nicht klein werden, wird
zunächst ein mikrokanonischer Standpunkt eingenommen: N identische, nichtwechselwir-
kende Teilchen befinden sich in einem Behälter mit dem Volumen V , tauschen jedoch
keine Energie mit der Umgebung aus. Ihre Gesamtenergie E ist daher konstant; gesucht
ist die Anzahl Ω(E, V,N) der Mikrozustände.7

Da V sehr groß sein soll, liegen die Einteilchen-Energien sehr dicht. Es ist dann zweck-
mäßig, nicht das meist hochkomplizierte eigentliche Spektrum zu betrachten, sondern

7Die Überlegungen in diesem Abschnitt gehen zurück auf die zweite Arbeit von Albert Einstein zur
Quantentheorie des einatomigen idealen Gases , die im Jahre 1925 in den Sitzungsberichten der Preu-
ßischen Akademie der Wissenschaften erschien. Zwar kannte Einstein zu diesem Zeitpunkt noch keine
Fermionen, aber sein Vergleich der Entropie des idealen Bose-Gases mit der des Maxwell–Boltzmann-
Gases benutzt genau die hier wiedergegebenen Techniken. Einstein machte in dieser Arbeit deutlich, dass
Teilchen, die der später so genannten Bose–Einstein-Statistik gehorchen, nicht statistisch unabhängig von-
einander sind; er erkannte ihre

”
Austauschwechselwirkung“ auf der Grundlage des Ausdrucks (II.6.4). In

seinen eigenen Worten:
”
Die Formel drückt also indirekt eine gewisse Hypothese über eine gegenseitige

Beeinflussung der Moleküle von vorläufig ganz rätselhafter Art aus . . .“.
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stattdessen ein coarse graining vorzunehmen: Die Energieachse wird in geeignete Inter-
valle eingeteilt, deren Ausdehnung einerseits klein sein soll im Vergleich zur typischen
experimentellen Auflösung, andererseits aber so groß, dass in jedes dieser Intervalle sehr
viele Einteilchen-Niveaus fallen. Bezeichnet man die Anzahl der Zustände im i-ten Inter-
vall mit gi, so wird also gi ≫ 1 vorausgesetzt. Alle gi Niveaus des i-ten Intervalls werden
nun durch die mittlere Energie εi dieses Intervalls repräsentiert; dieses

”
Hilfsniveau“ ist

daher gi-fach entartet.

Abbildung II.2:
”
Grobkörnung“ des Spektrums. Zunächst wird die Energieachse in ge-

eignete Intervalle (z.B. gleicher Größe) eingeteilt. Dann werden die gi tatsächlichen
Einteilchen-Energien im i-ten Intervall durch die mittlere Energie εi dieses Intervalls re-
präsentiert.

Im Rahmen dieses
”
grobkörnigen“ Zugangs wird ein Mikrozustand beschrieben durch

einen Satz {ni} von Besetzungszahlen der Hilfsniveaus; ein solcher Satz unterliegt den
beiden Bedingungen

∑

i

ni = N (II.6.1)

und
∑

i

niεi = E . (II.6.2)

(Da die zweite Summe nicht mit den tatsächlichen Einteilchen-Energien, sondern mit
den mittleren Intervallenergien gebildet wird, kann der Wert E auf der rechten Seite
der Gl. (II.6.2) nicht exakt mit der ursprünglichen Systemenergie E übereinstimmen,
sondern wird um einen kleinen Wert ∆E davon abweichen. Die Intervalleinteilung muss
so fein bleiben, dass diese Abweichung für alle Konfigurationen {ni} bedeutungslos bleibt.
Insofern entspricht die Grobkörnung des quantenmechanischen Spektrums der

”
endlichen
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Schalendicke“, die schon im Rahmen der klassischen Statistik in Abschnitt I.1 verwendet
wurde.)
Bezeichnet nun ω

(
{ni}

)
die Anzahl der Mikrozustände, die zu der gegebenen Konfigura-

tion {ni} gehören, so ergibt sich die Gesamtzahl der akzessiblen Mikrozustände als Sum-
me dieser Anzahlen für alle Konfigurationen, die mit den

”
Nebenbedingungen“ (II.6.1)

und (II.6.2) verträglich sind:

Ω(E, V,N) =
∑

{ni}

′

ω
(
{ni}

)
; (II.6.3)

dabei deutet der Strich am Summenzeichen das Einhalten der Nebenbedingungen an.

Das Gewicht ω
(
{ni}

)
einer Konfiguration {ni} ist abhängig von der jeweiligen Statistik:

• Da Bosonen jeden der gi Zustände mit der Energie εi beliebig häufig besetzen
können, entspricht die zufällige Auswahl der zu besetzenden Zustände in der Sprache
der Kombinatorik dem

”
Ziehen mit Wiederholung“. Da weiterhin eine Vertauschung

von Teilchen aus verschiedenen Intervallen keine neue Konfiguration liefert, das Ge-
samtgewicht sich also multiplikativ aus den Gewichten für die einzelnen Intervalle
zusammensetzt, ergibt sich für die Bose–Einstein-Statistik der Ausdruck

ωBE

(
{ni}

)
=
∏

i

(
ni + gi − 1

ni

)
=
∏

i

(ni + gi − 1)!

ni! (gi − 1)!
. (II.6.4)

• Im Falle von Fermionen kann jeder Zustand höchstens einfach besetzt werden. Daher
ist hier ni ≤ gi; die Auswahl der zu besetzenden Zustände entspricht dem

”
Ziehen

ohne Wiederholung“. Für die Fermi–Dirac-Statistik gilt daher

ωFD

(
{ni}

)
=
∏

i

(
gi

ni

)
=
∏

i

gi!

ni! (gi − ni)!
. (II.6.5)

• Im klassischen Fall unterscheidbarer Teilchen gibt es zunächst gni

i Möglichkeiten,
um die ni Teilchen des i-ten Intervalls auf die gi Zustände mit der Energie εi zu
verteilen. Weiterhin gibt es N !/(n1!n2! . . .) verschiedene Konfigurationen, die durch
Vertauschung von Teilchen aus verschiedenen Intervallen entstehen. Berücksichtigt
man noch den üblichen Korrekturfaktor 1/N ! , so erhält man für die Maxwell–
Boltzmann-Statistik die Gewichte

ωMB

(
{ni}

)
=
∏

i

gni

i

ni!
. (II.6.6)

In allen drei Fällen lautet die Entropie des Gases dann gemäß Gl. (II.6.3)

S(E, V,N) = kB ln Ω(E, V,N)

= kB ln
∑

{ni}

′

ω
(
{ni}

)
. (II.6.7)
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Man benutzt nun die für die statistische Physik typische Maximumsnäherung , die auch
bereits in Abschnitt I.3 bei der Einführung des Temperaturbegriffes oder in Abschnitt I.5
bei der Begründung des Ausdrucks (I.5.19) für die Freie Energie herangezogen wurde: Die
Verteilung der Größe der Summanden in der Summe (II.6.3) wird bei hinreichend großen
Teilchenzahlen derart scharf, dass der Logarithmus der Summe (in Verbindung mit der
Stirling-Näherung!) durch den Logarithmus des maximalen Summanden ersetzt werden
kann. Daher hat man

S(E, V,N) ≈ kB lnω
(
{n∗i }

)
, (II.6.8)

wobei {n∗i } die Konfiguration mit dem maximalen Gewicht bezeichnet.

Die weitere Aufgabe besteht also nun darin, für jede der drei Statistiken diejenige Konfi-
guration der Besetzungszahlen zu finden, die das jeweilige Gewicht unter Einhaltung der
Nebenbedingungen (II.6.1) und (II.6.2) maximiert. Die Lösung einer solchen Extremwert-
aufgabe mit Nebenbedingungen gelingt mit Hilfe der aus der Theoretischen Mechanik
bekannten Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren:

• Es sei g : Rn → R eine glatte Funktion. Eine Extremstelle dieser Funktion findet
man bekanntlich durch Nullsetzen ihres Gradienten,

∇g = 0 oder
∂g

∂xi

= 0 für i = 1, . . . , n . (II.6.9)

Denn für jedes dx = (dx1, . . . , dxn)t ist dann dg = ∇g ·dx = 0, so dass g unter einer
beliebigen Variation seiner Argumente stationär bleibt.

Die Argumente x der Funktion g sollen nun jedoch dadurch eingeschränkt werden,
dass sie den m unabhängigen Nebenbedingungen

fj(x) = 0 ; j = 1, . . . , m (m < n) (II.6.10)

gehorchen; dabei bedeutet Unabhängigkeit, dass die Gradienten dieser Funktionen
voneinander linear unabhängig sind.

Durch die Einhaltung dieser m Nebenbedingungen wird das Argument x von g auf
eine (n−m)-dimensionale

”
Untermannigfaltigkeit“ M des Rn gezwungen. Die Gra-

dienten der m Funktionen fj spannen in jedem Punkt x den m-dimensionalen Nor-
malraum an M auf. Da nun x aufgrund der Nebenbedingungen nur tangential zu M
variiert werden darf — sonst würde bei einer solchen Variation die Untermannigfal-
tigkeit M ja verlassen werden —, wird ein Extremwert der auf M eingeschränkten
Funktion g durch das Verschwinden nur der Tangentialkomponente ihres Gradi-
enten charakterisiert; die Normalkomponente des Gradienten muss dagegen nicht
verschwinden. Da der Normalraum gerade von den Gradienten der Funktionen fj

aufgespannt wird, lautet die Bedingung für ein Extremum von g
”
mit Nebenbedin-

gungen“ anstelle von Gl. (II.6.9) nun

∇g =

m∑

j=1

λj∇fj , (II.6.11)
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wobei die in diesem Ansatz auftauchenden, vorläufig noch unbekannten Koeffizien-
ten λj als Langrange-Multiplikatoren bezeichnet werden. Denn wenn der Gradient
von g als Linearkombination der Basisvektoren des Normalraums vollständig im
Normalraum an M liegt, besitzt er keine Tangentialkomponente; g bleibt also unter
mit den Nebenbedingungen verträglichen Variationen stationär: Für jedes Differen-
tial dx erhält man mit ∇g · dx = dg zunächst

dg =

m∑

j=1

λj∇fj · dx ; (II.6.12)

ist dx insbesondere
”
mit den Zwangsbedingungen verträglich“, also tangential zu

M, so verschwinden alle Skalarprodukte auf der rechten Seite dieser Gleichung.
Folglich erhält man für eine solche

”
erlaubte“ Variation wieder die bekannte Statio-

naritätsbedingung

dg = 0 . (II.6.13)

Diese geometrische Sichtweise verdeutlicht zudem eine rechentechnisch sehr be-
queme Tatsache: Die differentielle Beziehung (II.6.12) gilt für jedes Differential
dx = (dx1, . . . , dxn)t, nicht nur für die Tangentialvektoren an M, so dass bei
Verwendung von Lagrange-Multiplikatoren die einzelnen Inkremente dxi trotz der
Zwangsbedingungen als unabhängig voneinander angesehen werden dürfen. �

Folgt man nun der Notation von Einstein und bezeichnet den Lagrange-Multiplikator für
die

”
Teilchenzahl“-Nebenbedingung (II.6.1) mit α sowie den weiteren Multiplikator für

die
”
Energie“-Nebenbedingung (II.6.2) mit β und benutzt weiterhin die in der Physik

für Variationsaufgaben übliche δ–Schreibweise, so erhält die
”
geometrische“ Extremwert-

gleichung (II.6.12) für die Bestimmung der maximierenden Konfiguration {n∗i } die Form

δ lnω
(
{ni}

)
−
[
α
∑

i

δni + β
∑

i

εi δni

]
= 0 . (II.6.14)

Vor der Durchführung der Variation soll zunächst der Ausdruck für lnω
(
{ni}

)
mit Hilfe

der Stirling-Näherung (I.2.6) in eine bequeme Form gebracht werden. Genau hier geht die

”
Grobkörnung“ des Spektrums ein, da sie garantiert, dass die einzelnen Besetzungszahlen
ni und die Multiplizitäten gi groß im Vergleich zu 1 sind!

• Im Falle der Bose–Einstein-Statistik erhält man aus Gl. (II.6.4) die Näherung

lnωBE

(
{ni}

)
=

∑

i

[
ln(ni + gi − 1)! − lnni! − ln(gi − 1)!

]

≈
∑

i

[
(ni + gi − 1) ln(ni + gi − 1) − ni lnni − (gi − 1) ln(gi − 1)

−(ni + gi − 1) + ni + (gi − 1)
]

≈
∑

i

[
ni ln

(
1 +

gi

ni

)
+ gi ln

(
ni

gi
+ 1

)]
, (II.6.15)
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wobei im zweiten Schritt die Stirling-Formel (also lnn! ≈ n lnn − n für große n)
und im dritten neben ni ≫ 1 auch gi ≫ 1 ausgenutzt wurde.

• Für die Fermi–Dirac-Statistik liefert Gl. (II.6.5) auf gleiche Weise

lnωFD

(
{ni}

)
=

∑

i

[
ln gi! − lnni! − ln(gi − ni)!

]

≈
∑

i

[
gi ln gi − ni lnni − (gi − ni) ln(gi − ni)

−gi + ni + (gi − ni)
]

=
∑

i

[
ni ln

(
gi

ni
− 1

)
− gi ln

(
1 − ni

gi

)]
. (II.6.16)

• Schließlich folgt aus Gl. (II.6.6) für die Maxwell–Boltzmann-Statistik der Ausdruck

lnωMB

(
{ni}

)
≈

∑

i

[
ni ln gi − ni lnni + ni

]

=
∑

i

[
ni ln

gi

ni

+ ni

]
. (II.6.17)

Definiert man zur Charakterisierung der drei Statistiken die Größe

a =






−1 (BE)
+1 (FD)

0 (MB)
, (II.6.18)

so lassen sich diese drei Resultate in kompakter Form zu

lnω
(
{ni}

)
=
∑

i

[
ni ln

(
gi

ni
− a

)
− agi ln

(
1 − a

ni

gi

) [
+ ni

]

MB

]
(II.6.19)

zusammenfassen, wobei das Symbol
[
+ni

]
MB

hier und im folgenden ausdrücken soll, dass

der Term +ni nur im Maxwell–Boltzmann-Fall auftaucht.

Die Variation dieses Ausdrucks ergibt nun

δ lnω
(
{ni}

)
=

∑

i

[
ln

(
gi

ni
− a

)
+

ni
gi

ni
− a

(
− gi

n2
i

)
− agi

1 − ani

gi

(
− a

gi

) [
+ 1
]
MB

]
δni

=
∑

i

ln

(
gi

ni
− a

)
δni , (II.6.20)
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so dass die Gleichung (II.6.14) für die Bestimmung der maximierenden Konfigurati-
on {n∗i } nun die einfache Gestalt

∑

i

[
ln

(
gi

ni
− a

)
− α− βεi

]

ni=n∗

i

δni = 0 (II.6.21)

annimmt. Aufgrund der effektiven Unabhängigkeit der δni — die im Sinne der Bemerkun-
gen im Anschluss an Gl. (II.6.12) durch die Verwendung der Lagrange-Multiplikatoren
garantiert wird — folgt daraus

ln

(
gi

n∗i
− a

)
= βεi + α (II.6.22)

für alle Intervalle i, also

gi

n∗i
− a = exp(βεi + α) , (II.6.23)

und schließlich das gesuchte Resultat

n∗i
gi

=
1

exp(βεi + α) + a
. (II.6.24)

Da gi den Entartungsgrad des Niveaus mit der Energie εi bezeichnet, ist n∗i /gi gerade
diejenige Besetzungszahl eines einzelnen Zustandes mit der Energie εi, die zu der Konfi-
guration mit dem maximalen statistischen Gewicht gehört — kurz: die wahrscheinlichste
Besetzungszahl.

Es bleibt nun noch die physikalische Bedeutung der beiden Lagrange-Multiplikatoren α
und β zu bestimmen. Das gelingt mit Hilfe der Entropie, die in der Maximumsnäherung
unter Verwendung des Ausdrucks (II.6.19) sofort angegeben werden kann:

S

kB
≈ lnω

(
{n∗i }

)

=
∑

i

[
n∗i ln

(
gi

n∗i
− a

)
− agi ln

(
1 − a

n∗i
gi

) [
+ n∗i

]
MB

]

=
∑

i

[
n∗i (βεi + α) + agi ln

(
1

1 − a
n∗

i

gi

) [
+ n∗i

]
MB

]
. (II.6.25)

Hier wurde bereits die Beziehung (II.6.23) ausgenutzt; außerdem gilt

1

1 − a
n∗

i

gi

= 1 +
a

n∗

i

gi

1 − a
n∗

i

gi

= 1 +
a

gi

n∗

i
− a

= 1 + a exp(−βεi − α) . (II.6.26)
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Mit Hilfe der Nebenbedingungen (II.6.1) und (II.6.2) kann die Summation nun teilweise
ausgeführt werden; man findet so

S

kB
= βE + αN + a

∑

i

gi ln
(
1 + ae−βεi−α

) [
+N

]

MB
. (II.6.27)

Es ist bemerkenswert, dass für ein Maxwell–Boltzmann-Gas die genaue Form des Ein-
teilchen-Spektrums keine Rolle spielt; in diesem (klassischen) Fall hat man einfach

S

kB
− βE − αN = N . (II.6.28)

Diese Beziehung für die mikrokanonische Entropie erinnert an die aus Gl. (I.4.15) bekannte
thermodynamische Identität E = TS − pV + µN , aus der sich sofort

S

kB
− E

kBT
+
µN

kBT
=

pV

kBT
(II.6.29)

ergibt. Da weiterhin ein klassisches ideales Gas der Zustandsgleichung

pV

kBT
= N (II.6.30)

gehorcht, erlaubt der Vergleich der beiden Gleichungen (II.6.28) und (II.6.29) nun die
Festlegungen

β =
1

kBT
und α = − µ

kBT
; (II.6.31)

der Lagrange-Multiplikator für die Energiebedingung (II.6.2) wird also — nicht ganz
unerwartet — durch die Temperatur, der für die Teilchenzahlbedingung (II.6.1) durch
das chemische Potential bestimmt.

Diese Identifizierung der Lagrange-Multiplikatoren gilt natürlich auch für die beiden quan-
tenmechanischen Statistiken. Man erhält daher aus den Gln. (II.6.27) und (II.6.29) nun
die Zustandsgleichung für ideale Bose- oder Fermigase im Rahmen des mikrokanonischen
Ensembles in der Form

pV

kBT
= a

∑

i

gi ln
(
1 + ae−βεi−α

)
, (II.6.32)

wobei α und β durch Gl. (II.6.31) mit den phänomenologischen Größen T und µ ver-
bunden werden. Im Unterschied zum Maxwell–Boltzmann-Fall geht in diese Zustandsglei-
chungen das jeweils vorliegende Einteilchen-Spektrum ein.

Die konkrete Berechnung der Lagrange-Parameter ist nicht ganz einfach: Die Nebenbe-
dingung (II.6.1) erhält mit dem Resultat (II.6.24) für die wahrscheinlichsten Besetzungs-
zahlen n∗i die Form

N =
∑

i

gi

exp(βεi + α) + a
; (II.6.33)
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die Bedingung (II.6.2) wird zu

E =
∑

i

giεi

exp(βεi + α) + a
. (II.6.34)

Die linken Seiten dieser beiden Gleichungen sind vorgegeben; auf den rechten müssen also
α und β so eingestellt werden, dass beide Summen den jeweils richtigen Wert ergeben!

II.7 Das ideale Gas im kanonischen und im großkanonischen

Ensemble

Während im mikrokanonischen Ensemble das chemische Potential (α) und die Tempera-
tur (β) als Lagrange-Multiplikatoren auftreten, wird im kanonischen Ensemble die Tem-
peratur als Gleichgewichtsparameter vorgegeben. Ausgangspunkt einer kanonischen Be-
handlung ist die kanonische N -Teilchen-Zustandssumme

ZN(V, T ) =
∑

E

e−βE , (II.7.1)

wobei diese Summe über alle Energieeigenwerte E des N -Teilchen-Systems läuft. Be-
trachtet man nun ein ideales Gas mit Einteilchen-Energien εi — wobei hier wirklich die
tatsächlichen Eigenwerte εi auftreten, nicht ihre in Abschnitt II.6 benutzten grobkörni-
gen Abkömmlinge — und zugehörigen Besetzungszahlkonfigurationen {ni}, so unterliegen
diese Konfigurationen zwar wie auch im mikrokanonischen Fall der Einschränkung

∑

i

ni = N , (II.7.2)

aber die Gesamtenergie

∑

i

niεi = E (II.7.3)

wird nicht mehr festgehalten. Daher erhält die kanonische Zustandssumme (II.7.1) die
Gestalt

ZN(V, T ) =
∑

{ni}

′

W
(
{ni}

)
e−β

P

i niεi , (II.7.4)

wobei die Konfigurationen {ni}, die zu dieser Summe beitragen, nur durch die Teilchen-
zahlbedingung (II.7.2) eingeschränkt werden; diese Einschränkung wird durch den Strich
an dem Summenzeichen angedeutet. Das statistische Gewicht W

(
{ni}

)
einer im Sinne

der Nebenbedingung (II.7.2) zulässigen Konfiguration lautet gemäß der Gl. (II.4.11) für
die Bose–Einstein-Statistik einfach

WBE

(
{ni}

)
= 1 . (II.7.5)
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Im Falle der Fermi–Dirac-Statistik darf kein Zustand mehrfach besetzt werden, also

WFD

(
{ni}

)
=

{
1 , alle ni = 0 oder 1
0 , sonst

, (II.7.6)

und für die Maxwell–Boltzmann-Statistik hat man den üblichen
”
korrigierten Multi-

nomialkoeffizienten“,

WMB

(
{ni}

)
=
∏

i

1

ni!
. (II.7.7)

Für klassische Teilchen, die der Maxwell–Boltzmann-Statistik gehorchen, kann nun die
kanonische Zustandssumme leicht ausgewertet werden. Einsetzen der Gewichte (II.7.7) in
Gl. (II.7.4) liefert zunächst

ZN(V, T ) =
∑

{ni}

′

[(
∏

i

1

ni!

)
∏

i

(
e−βεi

)ni

]
. (II.7.8)

An dieser Stelle kann der
”
Multinomialsatz“, also die Verallgemeinerung des Binomial-

satzes auf Potenzen von Summen mit mehr als zwei Summanden, benutzt werden. Es gilt
nämlich

(x1 + x2 + . . .)N =
∑

{ni}

′ N !

n1!n2! . . .
xn1

1 x
n2

2 . . . , (II.7.9)

wobei die Summe der Exponenten ni genau der
”
Teilchenzahl“-Bedingung (II.7.2) unter-

liegt, da jede der N Klammern auf der linken Seite beim Ausmultiplizieren genau einen
Faktor zu jedem der Terme auf der rechten Seite beitragen muss. Mit xi = e−βεi findet
man daher sofort

ZN(V, T ) =
1

N !

∑

{ni}

′

[
N !∏
i ni!

∏

i

(
e−βεi

)ni

]

=
1

N !

[
∑

i

e−βεi

]N

=
1

N !

[
Z1(V, T )

]N
, (II.7.10)

wobei hier in der zweiten Zeile genau die Einteilchen-Zustandssumme Z1(V, T ) auftaucht.
Für ein ideales Maxwell–Boltzmann-System ist also die N -Teilchen-Zustandssumme ein-
fach die um den Faktor 1/N ! korrigierte N -te Potenz von Z1(V, T ).

Zur Übung soll diese (aus Gl. (II.3.27) bereits bekannte) Einteilchen-Zustandssumme
hier noch einmal berechnet werden, nun jedoch mit Hilfe der energieabhängigen Zustands-
dichte: Die Anzahl N(p) der Zustände, deren Impuls kleiner ist als p, ergibt sich aus dem
durch h3 dividierten Phasenraumvolumen,

N(p) =
V

h3

4

3
πp3 ; (II.7.11)
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die Anzahl der Zustände mit Impulsen zwischen p und p+ dp ist also

dN(p) =
V

h3
4πp2 dp . (II.7.12)

Da weiter ε = p2/(2m) für nichtrelativistische freie Teilchen, folgt

dε =
p

m
dp =

√
2ε

m
dp ; (II.7.13)

daraus ergibt sich die gesuchte energieabhängige Zustandsdichte g(ε) nun zu

g(ε) dε =
V

h3
4π 2mε

√
m

2ε
dε

=
2πV

h3
(2m)3/2 ε1/2 dε . (II.7.14)

Wandelt man Z1(V, T ) mit Hilfe dieser Dichte in ein Integral um, findet man

Z1(V, T ) =
∑

i

e−βεi → 2πV

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

dε ε1/2e−βε

=
2πV

h3
(2m)3/2β−3/2 Γ(3/2)

=
V

h3
(2πmkBT )3/2

=
V

λ3
, (II.7.15)

wobei der bekannte Funktionswert Γ(3/2) =
√
π/2 benutzt und das Resultat wie gewohnt

durch die thermische Wellenlänge (II.3.19) ausgedrückt wurde. Man erhält auf diese Wei-
se das

”
klassische“ Resultat (I.5.26) zurück, das auch in Abschnitt II.6 im klassischen

Grenzfall aus der Dichtematrix gefunden wurde, nämlich

ZN(V, T ) =
1

N !

(
V

λ3

)N

. (II.7.16)

Damit kann auch die großkanonische Zustandssumme des idealen Maxwell–Boltzmann-
Gases sofort angegeben werden. Die schon aus Gl. (II.2.20) bekannte Umformung

Z(z, V, T ) = tr e−β( bH−µ bN)

=
∑

N,EN

e−β(EN−µN)

=
∞∑

N=0

eβµN
∑

EN

e−βEN (II.7.17)
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führt mit den N -Teilchen-Energien EN und der Fugazität z = eβµ auf die Reihe

Z(z, V, T ) =

∞∑

N=0

zNZN(V, T )

=
∞∑

N=0

1

N !

(
zV

λ3

)N

= exp

(
zV

λ3

)
, (II.7.18)

so dass für ideale klassische Teilchen sowohl die kanonische als auch die großkanonische
Statistik leicht ausgewertet werden kann, indem die benötigten partiellen Ableitungen der
Zustandssummen (II.7.16) und (II.7.18) gebildet werden.

Für ideale Bosonen oder Fermionen kann dagegen die kanonische N -Teilchen-Zustands-
summe

ZN(V, T ) =
∑

{ni}

′

e−β
P

i niεi (II.7.19)

nicht mehr elementar berechnet werden, da hier die bei der Summation einzuhaltende Ne-
benbedingung der konstanten Teilchenzahl (II.7.2) erhebliche technische Schwierigkeiten
aufwirft. Das großkanonische Ensemble, in dem diese Nebenbedingung per Konstruktion
wegfällt, ist daher viel einfacher: Man hat nun

Z(z, V, T ) =

∞∑

N=0

zN
∑

{ni}

′

e−β
P

i niεi

=

∞∑

N=0

∑

{ni}

′
∏

i

(
ze−βεi

)ni
. (II.7.20)

Zwar ist hier die innere Summe
∑

{ni}
′

. . . mit der Einschränkung
∑

i ni = N für festes N

auszuführen, die nachfolgende Summe
∑∞

N=0 . . . , die dafür sorgt, dass N jeden beliebigen
Wert annehmen kann, hebt diese Einschränkung jedoch wieder auf. In der Doppelsumme
sind daher alle bosonischen bzw. fermionischen Konfigurationen zugelassen, so dass nun
die einzelnen Besetzungszahlen ni unabhängig voneinander laufen. Die großkanonische
Zustandssumme entspricht daher für Bosonen (ni = 0, 1, 2, . . .) einem Produkt von un-
endlichen geometrischen Reihen, für Fermionen (ni = 0, 1) einem Produkt von Summen
mit nur zwei Summanden:

Z(z, V, T ) =
∏

i

∑

ni

(
ze−βεi

)ni

=





∏

i

1

1 − ze−βεi
(BE)

∏

i

(
1 + ze−βεi

)
(FD)

. (II.7.21)
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Nun gilt für den Logarithmus der großkanonischen Zustandssumme die bereits in Ab-
schnitt I.6 mit Hilfe der thermodynamischen Identität hergeleitete Beziehung (I.6.25),
also

lnZ =
pV

kBT
.

Durch Einsetzen des großkanonischen Resultates (II.7.21) erhält man aus diesem Zusam-
menhang sofort die Zustandsgleichung für ideale Quantengase:

pV

kBT
= ∓

∑

i

ln
(
1 ∓ ze−βεi

)
, (II.7.22)

wobei das obere (untere) Vorzeichen für Bosonen (Fermionen) gilt. Benutzt man hier
erneut den in Gl. (II.6.18) eingeführten Parameter a zur Unterscheidung der verschiedenen
Statistiken, hat man schließlich

pV

kBT
=

1

a

∑

i

ln
(
1 + aze−βεi

)
, (II.7.23)

was genau dem mikrokanonischen Ausdruck (II.6.32) entspricht. Es muss jedoch betont
werden, dass die Herleitung der Zustandsgleichung im mikrokanonischen Ensemble er-
hebliche Näherungen voraussetzte — die

”
Grobkörnung“ des Spektrums und die Maxi-

mumsnäherung für die Entropie in Verbindung mit der Stirling-Approximation —, woge-
gen die großkanonische Zustandssumme (II.7.21) ohne jede Näherung gefunden werden
konnte, also exakt ist!

• Der Ausdruck (II.7.23) enthält auch den Fall der Maxwell–Boltzmann-Statistik,
nämlich als formalen Grenzfall für a → 0 : Durch Taylor-Entwicklung der rechten
Seite erhält man den Grenzwert

pV

kBT
→
∑

i

ze−βεi = zZ1(V, T ) . (II.7.24)

Andererseits gilt gemäß Gl. (II.7.18) und Gl. (II.3.27) für klassische Teilchen die
Beziehung

lnZ = z
V

λ3
= zZ1(V, T ) , (II.7.25)

so dass dieser Grenzwert (II.7.24) in der Tat die Maxwell–Boltzmann-Statistik be-
schreibt. �

Da die großkanonische Zustandssumme

Z(z, V, T ) =
∞∑

N=0

zN
∑

{ni}

′

W
(
{ni}

)
e−β

P

niεi (II.7.26)
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für jede der Statistiken aus den großkanonischen Wahrscheinlichkeiten für das Auftreten
der jeweils zulässigen Konfigurationen gebildet wird, können die physikalisch relevanten
Erwartungswerte ähnlich wie im kanonischen Fall durch geeignete partielle Ableitungen
aus der Zustandssumme gewonnen werden, wobei zur konkreten Berechnung dieser Ablei-
tungen die Darstellung (II.7.23) verwendet wird. So erhält man etwa den Erwartungswert
für die Gesamtteilchenzahl, die im großkanonischen Ensemble ja fluktuiert, durch eine par-
tielle Ableitung nach der Fugazität:

〈N〉 =

∞∑

N=0

NzN
∑

{ni}

′

W
(
{ni}

)
e−β

P

niεi

∞∑

N=0

zN
∑

{ni}

′

W
(
{ni}

)
e−β

P

niεi

= z

(
∂

∂z
lnZ

)

V,T

=
1

a

∑

i

aze−βεi

1 + aze−βεi

=
∑

i

1

z−1eβεi + a
. (II.7.27)

Nach dem gleichen Muster ergibt sich der großkanonische Erwartungswert für die Gesamt-
energie zu

〈E〉 = − ∂

∂β

(
lnZ

)
z,V

=
1

a

∑

i

azεie
−βεi

1 + aze−βεi

=
∑

i

εi

z−1eβεi + a
, (II.7.28)

und die großkanonischen Erwartungswerte für die Besetzungszahlen der einzelnen Ein-
teilchen-Zustände lauten

〈ni〉 = − 1

β

(
∂ lnZ
∂εi

)

V,T, alle εj mit j 6=i

=
1

a

aze−βεi

1 + aze−βεi

=
1

z−1eβεi + a

=
1

exp
(

εi−µ
kBT

)
+ a

. (II.7.29)
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Damit gelten für die mittlere Teilchenzahl (II.7.27) und die mittlere Energie (II.7.28) die
unmittelbar einsichtigen Beziehungen

〈N〉 =
∑

i

〈ni〉 (II.7.30)

〈E〉 =
∑

i

εi〈ni〉 , (II.7.31)

die als
”
schwache“ Varianten der mikrokanonischen strikten Zwangsbedingungen (II.6.1)

und (II.6.2) angesehen werden können.

Das großkanonische Resultat (II.7.29) für die mittleren Besetzungszahlen besitzt die glei-
che Form wie sein mikrokanonisches Gegenstück (II.6.24). Es besteht jedoch ein wich-
tiger konzeptioneller Unterschied: Im Rahmen des mikrokanonischen Ensembles wurden
die wahrscheinlichsten Besetzungszahlen berechnet, im Rahmen des großkanonischen die
Erwartungswerte. Die durch den Vergleich der Ausdrücke (II.6.24) und (II.7.29) sicht-
bar werdende

”
Äquivalenz“ der verschiedenen Ensembles wird daher erneut durch die

makroskopische Größe der thermodynamischen Systeme bedingt. Für große N werden die
zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen nämlich derart scharf, dass die Unter-
scheidung von

”
wahrscheinlichstem Wert“ und

”
Mittelwert“ unwesentlich wird.

II.8 Statistische Eigenschaften der Besetzungszahlen

Die unter Verwendung des großkanonischen Ensembles ohne jede Näherung hergeleitete
Verteilungsfunktion für die mittlere Besetzungszahl eines Einteilchen-Zustandes mit der
Energie ε,

〈nε〉 =
1

z−1eβε + a
=

1

exp
(

ε−µ
kBT

)
+ a

, (II.8.1)

ist von herausragender Bedeutung für praktisch alle Anwendungen der Quantenstatistik.
Während für hinreichend hochenergetische (und daher nur schwach besetzte) Zustände,
nämlich für ε− µ≫ kBT , die Besetzungszahlen für die Bose–Einstein-Statistik (a = −1)
und für die Fermi–Dirac-Statistik (a = +1) gemäß der Näherung

〈nε〉 ≈ exp

(
−ε− µ

kBT

)
∝ e−ε/kBT (II.8.2)

in die der klassischen Maxwell–Boltzmann-Statistik (a = 0) übergehen, werden bei tie-
fen Temperaturen die charakteristischen Unterschiede zwischen Bosonen und Fermionen
deutlich:

• Im Falle der Fermi–Dirac-Statistik gilt 〈nε〉 ≤ 1, da jeder Zustand mit höchstens
einem einzigen Teilchen besetzt werden kann. (Verschiedene Spineinstellungen wer-
den hier als verschiedene Zustände angesehen.) Zustände, deren Energie um deutlich
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Abbildung II.3: Mittlere Besetzungszahlen im großkanonischen Ensemble: Für die Fermi–
Dirac-Statistik (FD) fällt die Verteilungsfunktion (II.8.1) in einem Energiebereich von der
Ordnung O(kBT ) um das chemische Potential µ herum von Werten nahe Eins auf Null
ab. Für die Bose–Einstein-Statistik (BE) bleibt µ stets unterhalb der Grundzustands-
energie ε0; für µր ε0 wird die Besetzung des Grundzustandes sehr groß. Für Zustände mit
hohen Energien, die nur schwach besetzt sind, gehen beide quantenmechanische Statistiken
in die klassische Maxwell–Boltzmann-Statistik (MB) über.

mehr als das
”
thermische Energieäquivalent“ kBT unterhalb des chemischen Poten-

tials liegen, sind praktisch vollständig besetzt,

〈nε〉 → 1 für ε < µ und |ε− µ| ≫ kBT ; (II.8.3)

Zustände mit einer Energie um deutlich mehr als kBT oberhalb von µ bleiben prak-
tisch leer,

〈nε〉 → 0 für ε > µ und |ε− µ| ≫ kBT . (II.8.4)

Die Fermi-Verteilungsfunktion entspricht daher bei tiefen Temperaturen einer Stu-
fenfunktion, die nur in einem Bereich von der Größenordnung O(kBT ) um das che-
mische Potential herum

”
aufgeweicht“ ist.

• Im Falle der Bose–Einstein-Statistik gilt für das chemische Potential offenbar die
Schranke µ < ε für alle Einteilchen-Niveaus ε, da andernfalls negative Besetzungs-
zahlen auftauchen müssten. Damit muss das chemische Potential für Bosonen im-
mer unterhalb des Grundzustands-Niveaus ε0 liegen. Für den Fall, dass sich das
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chemische Potential von unten an die Grundzustandsenergie anschmiegt, also für
µ ր ε0, wird die Besetzung 〈n0〉 des Grundzustandes

”
makroskopisch groß“; die-

ses Phänomen tritt bei der später noch genauer zu untersuchenden Bose–Einstein-
Kondensation auf.

Bereits in Gl. (II.7.29) wurde benutzt, dass die Erwartungswerte der großkanonischen Be-
setzungszahlen durch Ableiten der großkanonischen Zustandssumme nach den Einteilchen-
Energien erhalten werden,

〈nεi
〉 =

1

Z

(
− 1

β

∂Z
∂εi

)

V,T, alle εj mit j 6=i

= − 1

β

(
∂ lnZ
∂εi

)

V,T, alle εj mit j 6=i

. (II.8.5)

Führt man die gleiche Ableitungsoperation nun zweimal durch, erhält man die zugehörigen
Varianzen, also die mittleren Schwankungsquadrate der Besetzungszahlen:

[(
− 1

β

∂

∂εi

)2

lnZ
]

V,T, alle εj mit j 6=i

=

(
− 1

β

∂

∂εi

)
1

Z

(
− 1

β

∂Z
∂εi

)∣∣∣∣
V,T, alle εj mit j 6=i

=
1

Z

(
− 1

β

∂

∂εi

)2

Z − 1

Z2

(
− 1

β

∂Z
∂εi

)2

= 〈n2
εi
〉 − 〈nεi

〉2 . (II.8.6)

Es gilt daher

〈n2
εi
〉 − 〈nεi

〉2 = − 1

β

∂

∂εi
〈nεi

〉 ; (II.8.7)

daraus erhält man weiterhin für die relativen Schwankungsquadrate den Ausdruck

〈n2
εi
〉 − 〈nεi

〉2
〈nεi

〉2 =
1

β

∂

∂εi

1

〈nεi
〉

=
1

β

∂

∂εi

(
z−1eβεi + a

)

= z−1eβεi , (II.8.8)

der für jede der drei Statistiken gilt. Beachtet man nun

1

〈nεi
〉 = z−1eβεi + a , (II.8.9)
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folgt daraus die Beziehung

〈n2
εi
〉 − 〈nεi

〉2
〈nεi

〉2 =
1

〈nεi
〉 − a ; (II.8.10)

die Varianzen selbst erhalten die Form

〈n2
εi
〉 − 〈nεi

〉2 = 〈nεi
〉
(
1 − a〈nεi

〉
)
. (II.8.11)

• Um dieses Resultat einordnen zu können, betrachte man eine Poisson-verteilte Zu-
fallsgröße X̂ mit einem Parameter λ. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass diese Zu-
fallsgröße den Wert n annimmt, lautet also

p(X̂ = n) =
λn

n!
e−λ für n = 0, 1, 2, . . . . (II.8.12)

Daraus erhält man den Erwartungswert (Übungsaufgabe! )

〈X̂〉 = λ (II.8.13)

und die Varianz

〈X̂2〉 − 〈X̂〉2 = λ = 〈X̂〉 , (II.8.14)

woraus sich für die relative Varianz sofort

〈X̂2〉 − 〈X̂〉2
〈X̂〉2

=
1

λ
=

1

〈X̂〉
(II.8.15)

ergibt. Solche Poisson-artigen Fluktuationen, für die die Varianz mit dem Erwar-
tungswert übereinstimmt (bzw. die relative Varianz mit dem inversen Erwartungs-
wert), heißen normal . �

Der Vergleich der Beziehung (II.8.15) mit dem großkanonischen Resultat (II.8.10) zeigt,
dass die Besetzungszahlen im klassischen Maxwell–Boltzmann-Grenzfall genau solchen
normalen Fluktuationen unterliegen. Im Vergleich dazu sind die Besetzungszahlfluktuatio-
nen eines idealen Fermi–Dirac-Gases infranormal , die eines idealen Bose–Einstein-Gases
supranormal.

Es soll nun noch die Wahrscheinlichkeitsverteilung pε(n) dafür angegeben werden, in einem
gegebenen Einteilchen-Zustand mit einer Energie ε genau n Teilchen zu finden.

• Im Falle der Fermi–Dirac-Statistik ist entweder n = 0 oder n = 1. Also hat man

〈nε〉 =
1∑

n=0

n pε(n) = pε(1) , (II.8.16)

so dass sich die gesuchte Verteilung hier durch Aufzählung der beiden einzigen Werte
angeben lässt:

pε(0) = 1 − 〈nε〉
pε(1) = 〈nε〉 . (II.8.17)
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• Im Falle der Bose–Einstein-Statistik besitzt die großkanonische Zustandssumme
nach Gl. (II.7.21) die Gestalt

Z =
∏

i

∑

ni

(
ze−βεi

)ni
. (II.8.18)

Daher ist pε(n) hier proportional zu
(
ze−βε

)n
; die Normierung ergibt

pε(n) =
(
1 − ze−βε

) (
ze−βε

)n
. (II.8.19)

Um die hier auftretende geometrische Verteilung ebenso wie im Fermi–Dirac-Fall
durch die mittlere Besetzungszahl auszudrücken, benutzt man

〈nε〉 =
1

z−1eβε − 1
und 〈nε〉 + 1 =

z−1eβε

z−1eβε − 1
(II.8.20)

und findet damit die gesuchte Form

pε(n) =
1

〈nε〉 + 1

( 〈nε〉
〈nε〉 + 1

)n

. (II.8.21)

• Für die Maxwell–Boltzmann-Statistik hat man die großkanonische Zustandssumme

Z =
∏

i

∑

ni

(
ze−βεi

)ni

ni!
, (II.8.22)

also wird pε(n) nun proportional zu
(
ze−βε

)n
/n! . In diesem Fall führt die Normie-

rung auf

pε(n) =

(
ze−βε

)n

n!
exp
(
−ze−βε

)
, (II.8.23)

also auf eine Poisson-Verteilung; unter Beachtung der klassischen Beziehung

〈nε〉 =
1

z−1eβε
= ze−βε (II.8.24)

erhält sie die (aufgrund der Gln. (II.8.10) und (II.8.15) bereits erwartete) Gestalt

pε(n) =
〈nε〉n
n!

e−〈nε〉 . (II.8.25)

Die geometrische Verteilung (II.8.21) für Bosonen und die Poisson-Verteilung (II.8.25) für
klassische Maxwell–Boltzmann-Teilchen unterscheiden sich in sehr wesentlicher Weise. Für
klassische Teilchen gilt

pε(n)

pε(n− 1)
=

〈nε〉n/n!

〈nε〉n−1/(n− 1)!
=

〈nε〉
n

∝ 1

n
, (II.8.26)
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für Bosonen dagegen

pε(n)

pε(n− 1)
=

〈nε〉
〈nε〉 + 1

= const. (II.8.27)

Somit fallen die Wahrscheinlichkeiten pε(n) im klassischen Fall für große n viel schneller ab
als im Fall der Bose–Einstein-Statistik; Bosonen besitzen daher eine gegenüber klassischen
Teilchen erhöhte Tendenz, den gleichen Zustand zu besetzen. Anders ausgedrückt: Die
Quotienten (II.8.26) und (II.8.27) geben jeweils die bedingte Wahrscheinlichkeit dafür an,
dass ein Niveau, das bereits n− 1 Teilchen enthält, noch ein weiteres Teilchen aufnimmt.
Im Maxwell–Boltzmann-Fall wird diese Wahrscheinlichkeit wie 1/n unterdrückt, im Bose–
Einstein-Fall dagegen nicht: Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass ein Niveau ein weiteres
Boson aufnimmt, ist unabhängig von der Anzahl der Bosonen, die es bereits enthält.

II.9 Die Sattelpunktsmethode

In Abschnitt II.6 ergab sich für die wahrscheinlichste Besetzungszahl eines gi-fach entar-
teten Energieniveaus εi im Rahmen des mikrokanonischen Ensembles in Gl. (II.6.24) der
Ausdruck

n∗i
gi

=
1

exp(βεi + α) ∓ 1
(II.9.1)

mit den Lagrange-Multiplikatoren

β =
1

kBT
und α = − µ

kBT
, (II.9.2)

wobei hier und im folgenden das obere (untere) Vorzeichen für Bosonen (Fermionen)
gilt. Das großkanonische Ensemble lieferte in Abschnitt II.7 für den Erwartungswert der
Besetzungszahl eines Einteilchen-Zustandes mit der Energie εi ohne jede Näherung die
Gleichung (II.7.29),

〈ni〉 =
1

exp
(

εi−µ
kBT

)
∓ 1

. (II.9.3)

Daher führen beide Ensembles zu äquivalenten Aussagen, sofern die Teilchenzahlen derart
groß sind, dass

”
wahrscheinlichster Wert“ und

”
Erwartungswert“ aufgrund der Schärfe der

jeweiligen Verteilung nicht mehr zu unterscheiden sind.
In diesem Abschnitt sollen nun die Erwartungswerte der Besetzungszahlen im kanoni-
schen Ensemble berechnet werden. Um die dazu benötigten kanonischen N -Teilchen-
Zustandssummen zu erhalten, kann man von den bekannten großkanonischen Zustands-
summen (II.7.21) ausgehen, also von den Produktdarstellungen

Z(β, z) =






∏

i

(
1 − ze−βεi

)−1
(BE)

∏

i

(
1 + ze−βεi

)
(FD)

, (II.9.4)
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und die Tatsache ausnutzen, dass diese großkanonischen Zustandssummen gemäß der
Identität

Z(β, z) =

∞∑

N=0

zNZN(β) (II.9.5)

die kanonischen
”
erzeugen“. Fasst man hier nämlich die Fugazität z als eine komplexe

Variable auf, liefert der Cauchysche Integralsatz sofort die exakte Beziehung

ZN(β) =
1

2πi

∮
dz

Z(β, z)

zN+1
, (II.9.6)

wobei der Integrationsweg den Ursprung der komplexen Fugazitätsebene im Gegenuhr-
zeigersinn umläuft. Dieses sehr komplizierte Integral kann nun mit Hilfe der so geannten
Sattelpunktsmethode näherungsweise auf ein viel einfacheres zurückgeführt und berechnet
werden.

• Eine analytische komplexwertige Funktion F (z) = U(z) + iV (z) einer komplexen
Variablen z = x+ iy gehorcht nach der Kettenregel den Gleichungen

∂F

∂x
=

∂F

∂z

∂z

∂x
=

∂F

∂z
∂F

∂y
=

∂F

∂z

∂z

∂y
= i

∂F

∂z
; (II.9.7)

also gilt auch

∂

∂x
(U + iV ) = −i

∂

∂y
(U + iV ) (II.9.8)

oder

∂U

∂x
+ i

∂V

∂x
=

∂V

∂y
− i

∂U

∂y
. (II.9.9)

Trennung von Real- und Imaginärteil liefert die aus der Funktionentheorie bekannten
Cauchy–Riemannschen Gleichungen

∂U

∂x
=

∂V

∂y
∂V

∂x
= −∂U

∂y
. (II.9.10)

Nochmaliges Differenzieren und Vertauschen der zweiten Ableitungen ergibt

∂2U

∂x2
=

∂

∂x

∂V

∂y
=

∂

∂y

∂V

∂x
= −∂

2U

∂y2

∂2V

∂y2
=

∂

∂y

∂U

∂x
=

∂

∂x

∂U

∂y
= −∂

2V

∂x2
; (II.9.11)
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daher gehorchen die beiden Funktionen U = U(x, y) und V = V (x, y) der Laplace-
Gleichung in zwei Dimensionen: Mit der Definition ∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 hat man nach

Gl. (II.9.11) die Identitäten ∆U = 0 und ∆V = 0. Dann gilt auch ∆F = 0, oder

∂2F

∂x2
= −∂

2F

∂y2
; (II.9.12)

die zweite Ableitung der Funktion F (z) parallel zur imaginären Achse ist also in
jedem Punkt z das Negative dessen, was sich bei Ableitung in Richtung der reellen
Achse ergibt.

Wenn daher die Funktion F (z) für reelle Argumente reell bleibt und bei Verände-
rung von z entlang der reellen Achse bei z = z0 ein Minimum aufweist, so findet man
bei Veränderung von z auf der Parallelen zur imaginären Achse durch z0 in diesem
Punkt ein Maximum; die Funktion F (z) besitzt daher in z0 einen Sattelpunkt . Wenn
nun, wie im Falle des Umlaufintegrals (II.9.6), das Integral der Funktion F (z) ent-
lang eines weitgehend beliebigen geschlossenen Weges um den Ursprung herum zu
berechnen ist, so ist es zweckmäßig, den Integrationsweg senkrecht zur reellen Ach-
se genau über den Sattel zu führen: Da dann der dominante Beitrag zum Integral
in der Umgebung des Sattelpunktes

”
aufgesammelt“ und weiterhin der Integrand

in dieser Umgebung durch eine Gaußfunktion beschrieben wird, kann das Umlauf-
integral durch ein einfaches Gaußintegral approximiert werden; diese Approximation
ist umso besser, je größer der Wert der zweiten Ableitung F ′′(z0) in Richtung der
reellen Achse ist; je schärfer also das Minimum für reelle z und damit auch der Sat-
tel ausgeprägt ist. Diese Sattelpunktsmethode wird aufgrund der damit verbundenen
speziellen Wahl des Integrationsweges in der englischen Literatur auch als method
of steepest descent bezeichnet. �

Bei der Auswertung der Integraldarstellung (II.9.6) der kanonischen N -Teilchen-Zustands-
summe stößt man nun auf den Integranden

F (z) =
Z(β, z)

zN+1
≡ exp

(
− f(z)

)
, (II.9.13)

wobei im Hinblick auf die spätere Gaußapproximation bereits hier sein negativer Loga-
rithmus

f(z) = (N + 1) ln z − lnZ(β, z)

= (N + 1) ln z ±
∞∑

i=0

ln
(
1 ∓ ze−βεi

)
(II.9.14)

eingeführt und die Produktdarstellung (II.9.4) verwendet wurde. Da Z(β, z) auf der reel-
len Achse mit z stark anwächst, die Funktion z → 1/zN+1 jedoch schnell abfällt, wenn N
groß wird, besitzt das Produkt F (z) = Z(β, z)/zN+1 auf der reellen Achse ein deutlich
ausgeprägtes Minimum, das mit wachsender Teilchenzahl N immer schärfer werden wird,
und erfüllt damit die Voraussetzung für die Anwendung der Sattelpunktsmethode.
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Abbildung II.4: Die Sattelpunktsnäherung. Besitzt eine Funktion F (z) bei Veränderung
von z entlang der reellen Achse in z0 ein Minimum, so hat sie bei Veränderung von z senk-
recht dazu in z0 ein Maximum. Um den Wert eines Umlaufintegrals der Funktion F (z)
zu berechnen, führt man den Integrationsweg genau über den Sattel: Da der dominante
Beitrag zum Integral in einer Umgebung um den Sattelpunkt erworben und der Inte-
grand dort durch eine Gaußfunktion approximiert wird, kann das Umlaufintegral auf ein
einfaches Gaußintegral zurückgeführt werden.

Um den Sattelpunkt zu finden, leitet man anstelle der Funktion F (z) einfacher ihren
negativen Logarithmus f(z) ab: Es ist

∂f

∂z
=
N + 1

z
±

∞∑

i=0

(∓1)e−βεi

1 ∓ ze−βεi
. (II.9.15)

Die Bestimmungsgleichung für den Sattelpunkt z0, also

∂f(z)

∂z

∣∣∣∣
z=z0

= 0 , (II.9.16)

erhält nun die suggestive Form

N + 1 =

∞∑

i=0

1

z−1
0 eβεi ∓ 1

, (II.9.17)

die durch Vergleich mit der großkanonischen Beziehung (II.7.27) sofort die physikalische
Bedeutung des Sattelpunktparameters z0 zeigt: Sofern der Unterschied zwischen N + 1
und N vernachlässigt werden darf — was für hinreichend große Systeme natürlich immer
der Fall ist —, gleicht der Wert von z0 für ein kanonisches Ensemble von Systemen mit
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genau N Teilchen dem Wert der Fugazität z = eµ/kBT in einem großkanonischen Ensemble
von Systemen, die im Mittel N Teilchen beinhalten.

Für die zweite Ableitung ergibt sich

∂2f

∂z2
= −N + 1

z2
−

∞∑

i=0

±
(
e−βεi

)2

(1 ∓ ze−βεi)2

= − 1

z2

[
N + 1 ±

∞∑

i=0

(
1

z−1eβεi ∓ 1

)2
]
. (II.9.18)

Im Falle von Bosonen ist daraus die Ungleichung

∂2f

∂z2

∣∣∣∣
z=z0

≡ f (2)(z0) < 0 (II.9.19)

sofort ersichtlich. Sie gilt jedoch auch für Fermionen: Da im Fermi–Dirac-Fall alle Sum-
manden auf der rechten Seite der Sattelpunktsgleichung (II.9.17) einen Wert zwischen
Null und Eins annehmen, sind ihre Quadrate stets kleiner als sie selbst; die eckige Klam-
mer in Gl. (II.9.18) ist daher für z = z0 immer positiv. Damit besitzt f(z) für Bosonen
und für Fermionen bei z = z0 ein Maximum; gemäß dem Zusammenhang (II.9.13) besitzt
die Funktion F (z) somit das erwartete Minimum auf der reellen Achse. Da die Größen-
ordnung der Krümmung bei nicht zu tiefen Temperaturen offenbar durch

f (2)(z0) = O(N) (II.9.20)

gegeben wird, wird dieses Minimum — und folglich auch das bei der
”
senkrechten“

Sattelpunktsintegration auftauchende Maximum — mit zunehmender Teilchenzahl tat-
sächlich immer schärfer. Daher wird auch die Gaußapproximation mit wachsendem N
immer besser — sie ist keine unkontrollierte Näherung, sondern

”
asymptotisch exakt“ !

Die formale Anwendung der Sattelpunktsmethode ist nun sehr einfach: Nach quadrati-
scher Entwicklung der Funktion f(z) um den Sattelpunkt herum sowie der zweckmäßigen
Substitution z = z0 + iu mit reellen u ergibt sich unter Berücksichtigung von f (2)(z0) < 0
sofort das Gaußintegral

ZN(β) ≈ 1

2πi

∫ z0+i∞

z0−i∞
dz exp

(
−f(z0) −

1

2
f (2)(z0)(z − z0)

2

)

=
1

2π
e−f(z0)

∫ +∞

−∞
du exp

(
+

1

2
f (2)(z0)u

2

)

=
e−f(z0)

√
−2πf (2)(z0)

. (II.9.21)
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Es folgt

lnZN(β) = −f(z0) −
1

2
ln 2π − 1

2
ln
(
−f (2)(z0)

)

= −(N + 1) ln z0 ∓
∞∑

i=0

ln
(
1 ∓ z0e

−βεi
)

−1

2
ln 2π − 1

2
ln

∞∑

i=0

z−1
0 e−βεi

(1 ∓ z0e−βεi)2
, (II.9.22)

wobei für den vierten Term auf der rechten Seite der zweiten Gleichung die Umformung

−f (2)(z0) =
N + 1

z2
0

±
∞∑

i=0

(
e−βεi

)2

(1 ∓ z0e−βεi)2

= ±
∞∑

i=0

[
(±z−1

0 )e−βεi

1 ∓ z0e−βεi
+

(
e−βεi

)2

(1 ∓ z0e−βεi)2

]

=

∞∑

i=0

z−1
0 e−βεi

(1 ∓ z0e−βεi)2 (II.9.23)

benutzt wurde, die ihrerseits die Sattelpunktsgleichung (II.9.17) beinhaltet. Im allgemei-
nen wird dieser letzte Term auf der rechten Seite der Gl. (II.9.22), in dem die Summe
nur unter dem Logarithmus auftaucht, gegenüber dem zweiten Term, der sich aus einer
Summe von Logarithmen zusammensetzt, vernachlässigbar klein sein; es gilt dann sogar
in guter Näherung

lnZN(β) = −f(z0) . (II.9.24)

Das entspricht einmal mehr der schon häufig verwendeten Maximumsnäherung: Der Loga-
rithmus der

”
Summe“ (II.9.21) wird hier durch den Logarithmus lediglich des maximalen

Summanden approximiert! Es gibt jedoch eine Situation, die gesondert betrachtet wer-
den muss: Im Falle von Bosonen besetzen bei sehr tiefen Temperaturen fast alle Teilchen
den Grundzustand. Dann muss der Summand mit i = 0 auf der rechten Seite der Sattel-
punktsgleichung (II.9.17) die Summe schon alleine fast voll ausschöpfen; man hat daher
nun

z−1
0 eβε0 − 1 = O(1/N) . (II.9.25)

Folglich sind in diesem Sonderfall der zweite und der vierte Term auf der rechten Seite
der letzten Gl. (II.9.22) von gleicher Größenordnung, nämlich von der Ordnung O(lnN),
so dass die Vernachlässigung des vierten nicht mehr gerechtfertigt ist. Wenn man die-
sen besonderen Tieftemperatur-Fall (II.9.25) zunächst außer Acht lässt und die Nähe-
rung (II.9.24) akzeptiert, ergeben sich daraus die gesuchten kanonischen Erwartungswer-
te der Besetzungszahlen in Analogie zu der großkanonischen Rechnung (II.7.29) durch
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Ableiten, wobei nun allerdings auch die Temperaturabhängigkeit des Sattelpunktes z0 zu
berücksichtigen ist:

〈nj〉 =
∂ lnZN(β)

∂(−βεj)
+
∂ lnZN(β)

∂z0

∂z0
∂(−βεj)

=
∂f(z0)

∂(βεj)
+

∂f

∂z

∣∣∣∣
z0

· ∂z0
∂(βεj)

. (II.9.26)

Da jedoch der zweite Beitrag als Folge der definierenden Gleichung (II.9.16) für den
Sattelpunkt verschwindet, erhält man schließlich

〈nj〉 =
∂

∂(βεj)

[
±

∞∑

i=0

ln
(
1 ∓ z0e

−βεi
)
]

=
z0e

−βεj

1 ∓ z0e−βεj

=
1

z−1
0 eβεj ∓ 1

. (II.9.27)

Bis auf den Umstand, dass in der Sattelpunktsgleichung (II.9.17), die ja den Wert des
Parameters z0 festlegt, auf der linken Seite ein

”
N + 1“ anstelle von N auftaucht, gleicht

dieses Ergebnis genau den großkanonischen Erwartungswerten (II.7.29), so dass die er-
wartete Äquivalenz der verschiedenen Ensembles bei hinreichend großen Teilchenzahlen
auch hier sichergestellt wird.

Wie aber ist schließlich der Sonderfall (II.9.25) zu behandeln, also die bei sehr tiefen
Temperaturen mögliche Besetzung des Grundzustandes durch eine sehr große Anzahl
von Bosonen? Dieses Phänomen ist von erheblichem theoretischen und experimentellen
Interesse; es wird als Bose–Einstein-Kondensation bezeichnet und soll im folgenden Ab-
schnitt III.1 im Rahmen des großkanonischen Ensembles ausführlich untersucht werden.
Betrachtet man anstelle der Erwartungswerte der Besetzungszahlen zunächst deren Vari-
anzen, so macht man für diesen Fall eine interessante Beobachtung: Im großkanonischen
Ensemble ergibt sich für die Varianz der Grundzustandsbesetzung nach Gl. (II.8.11) der
exakte Ausdruck

〈n2
0〉 − 〈n0〉2 = 〈n0〉

(
〈n0〉 + 1

)
; (II.9.28)

daher werden für T → 0, wenn alle Bosonen in den Grundzustand
”
kondensieren“, die

großkanonischen Fluktuationen sehr groß, nämlich

〈n2
0〉 − 〈n0〉2 → 〈N〉

(
〈N〉 + 1

)
. (II.9.29)

Auf der anderen Seite ist im kanonischen und im mikrokanonischen Ensemble die Teil-
chenzahl N fest vorgegeben. Wenn daher in diesen Ensemble für T → 0 alle N Teilchen
den Grundzustand besetzen, kann die Zahl der Teilchen im Grundzustand nicht mehr
fluktuieren; also gilt

〈n2
0〉 − 〈n0〉2 → 0 (II.9.30)
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im kanonischen und im mikrokanonischen Ensemble für T → 0. Auf der Ebene der
Fluktuationen sind daher die verschiedenen statistischen Ensembles im Falle der Bose–
Einstein-Kondensation nicht mehr äquivalent! Um jedoch zu untersuchen, ob sich diese
Nicht-Äquivalenz bereits auf der Ebene der Besetzungszahlen selbst niederschlägt, ist
die in diesem Abschnitt skizzierte Form der Sattelpunktsnäherung ungeeignet: Als Folge
der Beziehung (II.9.25) ist nicht nur der vierte Term auf der rechten Seite der Glei-
chung (II.9.22) gegenüber dem zweiten nicht mehr vernachlässigbar, sondern eine kurze
Rechnung zeigt sogar

f (k)(z0) = O(Nk) (II.9.31)

für die Größenordnung der k-ten Ableitung der Funktion f(z) am Sattelpunkt (k ≥ 2);
insbesondere gilt also für ein kondensiertes Bose-Gas die Beziehung f (2)(z0) = O(N2)
anstelle der für nichtkondensierte Systeme gültigen Abschätzung (II.9.20). Der Abbruch
der Taylor-Entwicklung von f(z) nach dem quadratischen Term, der zu dem Gaußin-
tegral (II.9.21) führte, erscheint daher fragwürdig. Tatsächlich ist es aber nicht dieser
Umstand, der die bisher verwendete Form der Sattelpunktsnäherung für Bosonen bei tie-
fen Temperaturen ungültig macht — für die Herleitung einer asymptotischen Näherung
ist das Konvergenzverhalten der Taylor-Reihe unerheblich —, sondern ein damit zusam-
menhängender: Aus der Beziehung (II.9.25) folgt nämlich sofort

z0 = eβε0 −O(1/N) , (II.9.32)

so dass der Sattelpunkt z0 für ein Bose–Einstein-kondensiertes System bis auf Terme der
Ordnung O(1/N) an den

”
Grundzustandspol“ bei z = eβε0 der großkanonischen Zustands-

summe

Z(β, z) =
∞∏

i=0

1

1 − ze−βεi
(II.9.33)

heranrückt. Andererseits verlangt die Gaußapproximation (II.9.21), dass der tatsächliche
Integrand exp

(
− f(z)

)
in einem Umkreis mit einem Radius von der Größenordnung

O(1/
√
|f (2)(z0)|) um z0 herum regulär bleibt, eben damit die einfache Gaußkurve den

Integranden in der relevanten Umgebung des Entwicklungspunktes richtig beschreiben
kann. Da jedoch nun nach Gl. (II.9.31)

1/
√
|f (2)(z0)| = O(1/N) , (II.9.34)

und weiterhin nach Gl. (II.9.32) in der O(1/N)-Umgebung des Sattelpunktes der Grund-
zustandspol anzutreffen ist, kann genau diese Regularitätsvoraussetzung nicht mehr erfüllt
werden: Im Falle eines kondensierten Bose-Gases wird der Integrand durch den in der Nähe
des Sattelpunktes liegenden Grundzustandspol der großkanonischen Zustandssumme der-
art verzerrt, dass er nicht mehr durch eine Gaußfunktion beschrieben werden kann.
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Es existiert jedoch eine Variante der Sattelpunktsmethode, mit der auch solche singulären
Integranden behandelt werden können8; diese Variante zeigt, dass das vorherige Resul-
tat (II.9.27) für die Erwartungswerte der kanonischen Besetzungszahlen trotz der be-
schriebenen mathematischen Komplikation auch für ein Bose–Einstein-kondensiertes Gas
Gültigkeit besitzt. Die Nicht-Äquivalenz der verschiedenen statistischen Ensembles bei
Bose–Einstein-Kondensation äußert sich daher erst auf der Ebene der Fluktuationen der
Besetzungszahlen.

III Ideale Bose-Gase

Aus Abschnitt II.5 ist bekannt, dass ideale Gase klassisch behandelt werden dürfen, wenn
der mittlere Abstand der Teilchen groß im Vergleich zu ihrer thermischen Wellenlänge ist,
wenn also nλ3 ≪ 1. Wenn diese Bedingung nicht erfüllt ist, wird die quantenmechanische
Natur der Teilchen und damit insbesondere der Unterschied zwischen Bosonen und Fermi-
onen sichtbar. In diesem Kapitel soll zunächst das Verhalten solcher

”
entarteter“ Bose-

Gase untersucht werden. Zwar sind die meisten Bose-Gase nicht wechselwirkungsfrei, also
nicht ideal, aber dennoch kommt der Untersuchung auch der idealen bosonischen Quanten-
gase besondere Bedeutung zu: So kann z.B. das

”
Photonengas“ als ein relativistisches

ideales Gas masseloser Teilchen angesehen werden. Seit der experimentellen Realisierung
der Bose–Einstein-Kondensation sehr dünner atomarer Gase im Jahre 1995 ist zudem
die Physik der schwach wechselwirkenden Bose-Gase zu einem aktuellen, sich stürmisch
entwickelnden Forschungsgebiet geworden, dessen Verständnis die genaue Kenntnis des
idealen Systems voraussetzt.

8Bei dieser Variante bezieht man den
”
Grundzustandspol“, also den Faktor i = 0 der großkanonischen

Zustandssumme (II.9.33), nicht in die Gaußentwicklung ein. Das dann resultierende Integral führt auf
parabolische Zylinderfunktionen, deren Verhalten genau bekannt ist. Die technischen Details dieses Ver-
fahrens erläutern M. Holthaus und E. Kalinowski, The saddle-point method for condensed Bose gases ,
Annals of Physics (New York) 276, 321–360 (1999).
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III.1 Thermodynamik idealer Bose-Gase

III.1.1 Die Kontinuumsapproximation

Für ein ideales Bose-Gas mit den Einteilchen-Energien ε, das im Ensemblemittel aus
〈N〉 ≡ N Teilchen in einem Volumen V besteht, gelten nach Abschnitt II.7 die großka-
nonischen Beziehungen

pV

kBT
= lnZ = −

∑

ε

ln
(
1 − ze−βε

)

N =
∑

ε

〈nε〉 =
∑

ε

1

z−1eβε − 1
(III.1.1)

mit dem üblichen Temperaturparameter β = 1/kBT und der Fugazität z = eβµ. Wenn nun
die Temperatur derart hoch ist, dass sehr viele Niveaus besetzt sind, kann die Summe über
alle ε in guter Näherung durch ein Integral ersetzt werden; diese Näherung wird als Kon-
tinuumsapproximation bezeichnet. Für das hier behandelte Gas freier Teilchen geschieht
die Ersetzung mit Hilfe der bekannten energieabhängigen Zustandsdichte (II.7.14),

g(ε) =
2πV

h3
(2m)3/2 ε1/2 . (III.1.2)

• Falls dagegen das Gas in einer
”
Falle“ gefangen ist, was naturgemäß in typischen

Laborexperimenten, die mit nur 104 – 106 Atomen durchgeführt werden, immer
der Fall sein muss, wird das Einteilchen-Spektrum und damit auch die Zustands-
dichte durch das Fallenpotential bestimmt. So findet man für eine Falle mit dem
Potential eines dreidimensionalen isotropen harmonischen Oszillators mit der Kreis-
frequenz ω die quadratisch von der Energie abhängende mittlere Zustandsdichte
(Übungsaufgabe! )

g(ε) ≈ 1

2

ε2

(~ω)3
; (III.1.3)

diese Dichte ist von großer Bedeutung für die Beschreibung vieler gegenwärtig durch-
geführter Experimente mit gefangenen

”
ultrakalten“ Gasen. �

Bei dem Versuch, die Summen in den Gl. (III.1.1) gemäß

∑

ε

. . .
?≈
∫ ∞

0

dε g(ε) . . . (III.1.4)

in Integrale zu überführen, wird nun eine bereits in den Abschnitten II.8 und II.9 erwähnte
Besonderheit wichtig: Schreibt man den großkanonischen Erwartungswert der Besetzungs-
zahl des Grundzustandes mit der Energie ε0 = 0 als 〈n0〉 ≡ N0, so gilt

N0 =
1

z−1 − 1
; (III.1.5)
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wenn also z ր 1, d.h. wenn sich das chemische Potential µ des Gases von unten an
die Grundzustandsenergie ε0 = 0 annähert, wird die Besetzung des Grundzustandes sehr
groß, nämlich von der Ordnung O(N). Andererseits wird jedoch der Grundzustand durch
die Zustandsdichte (III.1.2) mit Null gewichtet, g(0) = 0, kann daher zum Integral nicht
beitragen. Daher müssen in der Kontinuumsapproximation der Gln. (III.1.1) die Sum-
manden mit ε = 0 zunächst beibehalten werden: Man hat dann

pV

kBT
= −2πV

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

dε ε1/2 ln
(
1 − ze−βε

)
− ln(1 − z) (III.1.6)

und

N =
2πV

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

dε
ε1/2

z−1eβε − 1
+

1

z−1 − 1
. (III.1.7)

Im Falle z ր 1 besetzt sogar ein beliebig großer Bruchteil der vorhandenen N Teilchen den
Grundzustand; dann kann die Gl. (III.1.7) ohne den zweiten Summanden auf der rechten
Seite nicht erfüllt werden. Dagegen gilt nach Gl. (III.1.5) die Identität z−1 − 1 = 1/N0

und folglich auch

z =
N0

N0 + 1
; (III.1.8)

das ergibt 1−z = 1/(N0 +1). Selbst im Falle einer
”
großen“ Grundzustandsbesetzung, al-

so für N0 = O(N), ist daher ln(1−z) = O(lnN); der Grundzustandsterm in Gl. (III.1.6)
bleibt daher logarithmisch klein und darf trotz der falschen Gewichtung des Grundzu-
standes durch die Dichte (III.1.2) vernachlässigt werden. Partielle Integration führt dann
auf

p

kBT
= −2π

h3
(2mkBT )3/2

∫ ∞

0

dxx1/2 ln
(
1 − ze−x

)
(III.1.9)

= − 2√
π

(
2πmkBT

h2

)3/2
[

2

3
x3/2 ln

(
1 − ze−x

)∣∣∣∣
∞

0

−
∫ ∞

0

dx
2
3
x3/2ze−x

1 − ze−x

]
;

da die Randterme verschwinden, erhält man daraus unter Verwendung der thermischen
Wellenlänge (II.3.19) nun

p

kBT
=

1

λ3

4

3
√
π

∫ ∞

0

dx
x3/2

z−1ex − 1
. (III.1.10)

Das hier auftauchende Bose–Einstein-Integral liefert ein erstes Beispiel für eine wichtige
Klasse spezieller Funktionen, die im folgenden häufig benötigt werden wird:

• Es sei

gn(z) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

dx
xn−1

z−1ex − 1
(III.1.11)
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die Bose-Funktion zum Index n. 1 Dann erhält man für 0 ≤ z < 1 sofort die nützliche
Reihendarstellung

gn(z) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

dx
xn−1ze−x

1 − ze−x

=
1

Γ(n)

∫ ∞

0

dxxn−1
∞∑

ℓ=1

(
ze−x

)ℓ

=
∞∑

ℓ=1

zℓ

ℓn

= z +
z2

2n
+
z3

3n
+ . . . ; (III.1.12)

insbesondere gilt gn(z) ≈ z für z ≪ 1. Während derart kleine Fugazitäten stets
den klassischen Grenzfall beschreiben, liefert Gl. (III.1.8) die Näherung z ≈ 1 bei

”
großer“ Grundzustandsbesetzung N0. In diesem Fall benötigt man die Funktions-

werte

gn(1) =
∞∑

ℓ=1

1

ℓn
= ζ(n) , (III.1.13)

wobei ζ(z) die Riemannsche Zeta-Funktion bezeichnet; diese Funktion spielt insbe-
sondere auch in der Zahlentheorie eine herausragende Rolle. Sie ist für alle kom-
plexen Argumente z mit Ausnahme eines einfachen Pols bei z = 1 regulär; für
Re(z) > 1 gilt die oben benutzte Reihendarstellung

ζ(z) =
∞∑

ℓ=1

1

ℓz
. (III.1.14)

Einige in der statistischen Physik der Bose-Gase häufig vorkommende Funktions-
werte sind

ζ(3/2) ≈ 2.612375

ζ(2) = π2/6 ≈ 1.644934

ζ(5/2) ≈ 1.341487

ζ(3) ≈ 1.202057

ζ(4) = π4/90 ≈ 1.082323 ;

wichtig ist, dass ζ(x) <∞ für x > 1. �

1In der mathematischen Literatur wird diese Funktion als Polylogarithmus bezeichnet: gn(z) = Lin(z).
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Unter Berücksichtigung von Γ
(

5
2

)
= 3

2
· 1

2

√
π sowie der Definition (III.1.11) erhält die

Gl. (III.1.10) daher nun die Standardform

p

kBT
=

1

λ3

1
3
√

π
4

∫ ∞

0

dx
x3/2

z−1ex − 1

=
1

λ3
g5/2(z) , (III.1.15)

ebenso vereinfacht sich die Gl. (III.1.7) zu

N −N0

V
=

(
2πmkBT

h2

)3/2
1
√

π
2

∫ ∞

0

dx
x1/2

z−1ex − 1

=
1

λ3
g3/2(z) . (III.1.16)

Diese beiden Grundgleichungen (III.1.15) und (III.1.16) bilden den Ausgangspunkt für
die folgende Untersuchung der Thermodynamik des freien, idealen Bose-Gases im groß-
kanonischen Ensemble.

Aus der ersten dieser Gleichungen erhält man sofort den bekannten, von der Statistik
unabhängigen Zusammenhang zwischen dem Druck und der Energiedichte zurück: Die
Innere Energie des Gases ist

U = −
(
∂ lnZ
∂β

)

z,V

= kBT
2 ∂

∂T

(
pV

kBT

)

z,V

= kBT
2 V g5/2(z)

∂

∂T

1

λ3

=
3

2
kBT

V

λ3
g5/2(z)

=
3

2
kBT

pV

kBT
, (III.1.17)

das bedeutet, wie erwartet,

p =
2

3

U

V
. (III.1.18)

III.1.2 Die Virialentwicklung

Um weiter aus den Gln. (III.1.15) und (III.1.16) die übliche Form der Zustandsgleichung
für das ideale Bose-Gas zu erschließen, muss die Fugazität z eliminiert werden. Dazu wird
zunächst der Fall eines nur schwach entarteten Gases betrachtet, dessen Temperatur noch
so hoch ist, dass N0 = 0 gesetzt werden darf. Die Entwicklung (III.1.12) führt dann für
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die zweite der Grundgleichungen auf die Potenzreihe

N

V
=

1

λ3
g3/2(z)

=
1

λ3

(
z +

z2

23/2
+

z3

33/2
+

z4

43/2
+ . . .

)
, (III.1.19)

die nun invertiert, also nach z aufgelöst werden muss. Dazu wird ausgenutzt, dass bei nur
schwacher Entartung sowohl die Fugzität z als auch der dimensionslose Parameter

q ≡ λ3

V/N
= nλ3 (III.1.20)

klein ist. In erster Ordnung erhält man durch Multiplikation der Gl. (III.1.19) mit λ3 und
Vernachlässigung der höheren Potenzen von z sofort

z(1) = q ; (III.1.21)

in zweiter Ordnung ergibt sich unter Verwendung der ersten dann

z(2) = q − 1

23/2
z(1)2

= q − 1

23/2
q2 . (III.1.22)

Das Verfahren kann nun sukzessive, also Ordnung für Ordnung in z, weitergeführt werden,
wobei in n-ter Ordnung auf die in der (n−1)-ten erhaltene Näherung für z zurückgegriffen
wird: In dritter Ordung ergibt sich auf diese Weise

z(3) = q − 1

23/2
z(2)2 − 1

33/2
z(2)3

= q − 1

23/2

[
q2 − 1

21/2
q3

]
− 1

33/2
q3 + O(q4)

= q − 1

23/2
q2 +

(
1

4
− 1

33/2

)
q3 + O(q4) , (III.1.23)

was bereits erahnen lässt, dass dieses Verfahren in höheren Ordnungen recht bald sehr
aufwändig und damit unpraktikabel wird. In der Tat: Die 4. Ordnung liefert

z(4) = q − 1

23/2
z(3)2 − 1

33/2
z(3)3 − 1

43/2
z(3)4 (III.1.24)

= q − 1

23/2

[
q2 − 1

21/2
q3 +

(
1

2
− 2

33/2

)
q4 +

1

23
q4

]

− 1

33/2

[
q3 − 3

23/2
q4

]

− 1

43/2
q4 + O(q5)

= q − 1

23/2
q2 +

(
1

4
− 1

33/2

)
q3

−
(

1

25/2
− 1

21/233/2
+

1

29/2
− 1

31/223/2
+

1

43/2

)
q4 + O(q5) .
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Die so erhaltene Näherung für die Fugazität z muss nun in die erste Grundgleichung, also
in die Entwicklung

p

kBT
=

1

λ3

(
z +

z2

25/2
+

z3

35/2
+

z4

45/2
+ . . .

)
(III.1.25)

eingesetzt werden. Multiplikation mit V/N liefert dann bei Mitnahme der oben berech-
neten Terme bis zur 4. Ordnung in q die Zustandsgleichung

pV

NkBT
=

1

q

[
q − 1

23/2
q2 +

(
1

4
− 1

33/2

)
q3

−
(

1

25/2
− 1

21/233/2
+

1

29/2
− 1

31/223/2
+

1

43/2

)
q4

+
1

25/2

(
q2 − 1

21/2
q3 +

1

23
q4 +

(
1

2
− 2

33/2

)
q4

)

+
1

35/2

(
q3 − 3

23/2
q4

)

+
1

45/2
q4 + O(q5)

]
. (III.1.26)

Der Entwicklungsparameter q = λ3/(V/N) = λ3/v gibt das Verhältnis des
”
Quanten-

volumens“ λ3 zu dem pro Teilchen zur Verfügung stehenden Volumen v = V/N an.
Damit hat dieses Resultat (III.1.26) die Form einer sogenannten Virialentwicklung, also
einer Entwicklung der Zustandsgleichung nach Potenzen dieses Parameters,

pV

NkBT
=

∞∑

ℓ=1

aℓ

(
λ3

v

)ℓ−1

, (III.1.27)

wobei der führende Virialkoeffizient

a1 = 1 (III.1.28)

dem klassischen Grenzfall q → 0 entspricht. Die drei ersten
”
nichttrivialen“ Virialkoeffi-

zienten können ebenfalls aus der Entwicklung (III.1.26) abgelesen werden:

a2 =
1

25/2
− 1

23/2

=

(
1

4
− 1

2

)
1√
2

= − 1

4
√

2

≈ −0.176777 , (III.1.29)
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weiterhin

a3 =
1

4
− 1

33/2
− 1

23
+

1

35/2

=
1

8
+

(
1

9
− 1

3

)
1√
3

= −
(

2

9
√

3
− 1

8

)

≈ −0.003300 (III.1.30)

und

a4 = − 1

4
√

2
+

1

3
√

6
− 1

16
√

2
+

1

2
√

6
− 1

8

+
1

8
√

2
− 1

6
√

6
+

1

32
√

2

− 1

6
√

6
+

1

32

= − 3

32
+

1

2
√

6
+

−8 − 2 + 4 + 1

32
√

2

= −
(

3

32
+

5

32
√

2
− 1

2
√

6

)

≈ −0.000111 . (III.1.31)

Die Virialkoeffizienten aℓ werden also augenscheinlich mit zunehmenden Index ℓ schnell
klein. Aus physikalischer Sicht entspricht die Potenzreihe (III.1.27) einer Hochtemperatur-
entwicklung der Zustandsgleichung des idealen Bose-Gases: Für T → ∞ hat man λ → 0
und daher auch q → 0, so dass sich die rechte Seite der Reihe (III.1.27) auf ihren führen-
den Term reduziert; in diesem Grenzfall erhält man die Zustandssumme des klassischen
idealen Gases zurück. Bei zwar hohen, aber endlichen Temperaturen, also für 0 < q ≪ 1,
wird neben a1 = 1 zunächst nur der zu a2 proportionale Term benötigt, der die

”
führende

Quantenkorrektur“ beschreibt, also die bei diesen Temperaturen sichtbar werdende Kor-
rektur des klassischen Verhaltens aufgrund der Austauschwechselwirkung, also letzlich auf-
grund der Symmetrie der quantenmechanischen Wellenfunktion des Vielteilchensystems.
Die Tatsache, dass dieser Koeffizient a2 negativ ist, zeigt gemäß der Entwicklung (III.1.27)
an, dass der Druck in einem idealen Bose-Gas bei hohen, aber endlichen Temperaturen
im Vergleich zu dem in einem klassischen idealen Gas verringert wird, wie es aufgrund
des für Bosonen attraktiven statistischen Wechselwirkungspotentials (II.5.35) zu erwarten
ist: Die durch die Bose-Symmetrie bedingte effektive Anziehung der Teilchen entspricht
einer Druckverminderung.
Diese großkanonische Virialentwicklung (III.1.27) bildet offenbar ein Gegenstück zu der
kanonischen Entwicklung (II.5.22). Dem Vorteil, dass hier auch die höheren Virialkoef-
fizienten relativ leicht berechnet werden können, steht der Nachteil gegenüber, dass der
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Zusammenhang der einzelnen Terme der Entwicklung mit den in Wechselwirkung stehen-
den Teilchenkonfigurationen nicht mehr offensichtlich ist.

Mit Hilfe der Virialentwicklung lässt sich nun auch die spezifische Wärmekapazität des
schwach entarteten idealen Bose-Gases angeben. Unter Benutzung der Energie-Druck-
Beziehung (III.1.18) hat man zunächst

CV

NkB
=

1

NkB

(
∂U

∂T

)

N,V

=
3

2

(
∂

∂T

pV

NkB

)

N,V

. (III.1.32)

Die einzelnen Terme in der Entwicklung

pV

NkB

=
∞∑

ℓ=1

aℓT

(
λ3

v

)ℓ−1

(III.1.33)

sind proportional zu T 1− 3

2
(ℓ−1) = T

5−3ℓ
2 ; also folgt

CV

NkB

=
3

2

∞∑

ℓ=1

5 − 3ℓ

2
aℓ

(
λ3

v

)ℓ−1

(III.1.34)

=
3

2

[
1 + 0.088388

λ3

v
+ 0.006600

(
λ3

v

)2

+ 0.000390

(
λ3

v

)3

+ . . .

]
,

wobei die vorher berechneten numerischen Werte der Virialkoeffizienten a1 bis a4 ein-
gesetzt wurden. Für sehr hohe Temperaturen und bzw. oder sehr kleine Dichten, also
für λ3/v → 0, erhält man daraus wieder das klassische Resultat zurück, CV = 3NkB/2.
Für zwar kleine, aber endliche Werte von λ3/v liegt dagegen CV oberhalb des klassischen
Grenzwertes. Da andererseits die Wärmekapazität für T → 0 verschwinden muss, muss
CV bei einer gewissen Temperatur ein Maximum besitzen. (Die folgende Untersuchung
wird zeigen, dass dieses Maximum ein

”
cusp“ ist, dass also dort die Ableitung von CV

nach T einen Sprung macht.)

III.1.3 Bose–Einstein-Kondensation

Wird nun die Temperatur des Gases erniedrigt oder seine Dichte erhöht, so dass λ3/v nicht
mehr klein im Vergleich zu 1 bleibt, tragen mehr und mehr Terme der Virialentwicklung
bei, bis dass diese Entwicklung schließlich unzweckmäßig wird; dann muss die Fugazität z
durch numerische Lösung der zweiten Grundgleichung (III.1.16) bestimmt werden. Da
wegen z = N0/(N0 + 1) stets 0 ≤ z < 1 gilt, die Bose-Funktion g3/2(z) in diesem Intervall
monoton mit z wächst und durch g3/2(1) = ζ(3/2) ≈ 2.612 beschränkt wird, hat man für
jede Temperatur T die Ungleichung

N −N0 ≤ V

(
2πmkBT

h2

)3/2

ζ(3/2) . (III.1.35)
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Die linke Seite dieser Ungleichung, N−N0 ≡ Nex, bezeichnet die Anzahl der Teilchen, die
einen angeregten Zustand besetzen; die Zahl dieser angeregten Teilchen ist also beschränkt !
Die Schranke spielt keine Rolle, solange die Temperatur derart hoch ist, dass die rechte
Seite größer bleibt als die Gesamtzahl N der vorhandenen Teilchen, d.h. solange

N < V

(
2πmkBT

h2

)3/2

ζ(3/2) . (III.1.36)

Wenn dagegen die Temperatur so niedrig wird, dass

N > V

(
2πmkBT

h2

)3/2

ζ(3/2) , (III.1.37)

wenn also

nλ3 > 2.612 , (III.1.38)

können die angeregten Zustände nicht mehr alle Teilchen aufnehmen; die
”
überschüssigen“

Teilchen werden daher kollektiv in den Grundzustand gezwungen. Diese
”
makroskopische“

Besetzung des Grundzustandes wird als Bose–Einstein-Kondensation bezeichnet. Sie tritt
nicht erst bei T = 0 auf — dass bei der Temperatur T = 0 alle Bosonen den Grundzustand
besetzen müssen, ist ohnehin klar —, sondern bereits bei einer endlichen charakteristischen

Temperatur Tc, die gerade durch die Bedingung nλ3 !
= ζ(3/2) bestimmt wird:

N

V
=

(
2πmkBTc

h2

)3/2

ζ(3/2) (III.1.39)

oder

Tc =
h2

2πmkB

(
N

V ζ(3/2)

)2/3

. (III.1.40)

Unterhalb dieser Kondensationstemperatur ist N0 ≫ 1; gemäß Gl. (III.1.8) folgt daraus
z ≈ 1. Die Anzahl der angeregten Teilchen wird daher für T < Tc gegeben durch

N −N0 = V

(
2πmkBT

h2

)3/2

ζ(3/2)

= N

(
T

Tc

)3/2

; (III.1.41)

entsprechend lautet die Anzahl der
”
kondensierten“ Teilchen

N0 = N − V

(
2πmkBT

h2

)3/2

ζ(3/2)

= N

[
1 −

(
T

Tc

)3/2
]
. (III.1.42)
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Abbildung III.1: Relative Besetzungen N0/N und Nex/N des Grundzustandes und der
Gesamtheit der angeregten Zustände für ein ideales, freies Bose-Gas. Unterhalb der Kon-
densationstemperatur (III.1.40) besteht das Gas aus zwei Komponenten; die Anzahl der
angeregten Teilchen verschwindet proportional zu (T/Tc)

3/2.

Unterhalb von Tc besteht das Gas somit aus zwei Komponenten: Nämlich einerseits aus
der

”
Phase“ der Nex = N(T/Tc)

3/2 thermisch angeregten Teilchen und andererseits aus
der

”
Phase“ der N0 = N

[
1 − (T/Tc)

3/2
]

”
kondensierten“ Teilchen im Grundzustand. Ein

anschauliches Bild hilft, die Bedeutung dieser Bose–Einstein-Kondensation zu verstehen:
Oberhalb von Tc sind die Teilchen im Mittel so weit voneinander entfernt, dass ihre indi-
viduellen de Broglie-Wellen praktisch nicht überlappen. Unterhalb von Tc ist das anders:
Jetzt hat man anstelle der vielen de Broglie-Wellen der einzelnen Teilchen nur eine einzige,

”
makroskopische“ Wellenfunktion, die alle kondensierten Atome beschreibt — die einzel-

nen Atome verlieren ihre Individualität, die Gesamtheit der Atome wird kohärent . Damit
verhält sich ein Bose–Einstein-Kondensat im Vergleich zu normaler Materie ähnlich wie
das Licht eines Lasers zu dem einer Glühbirne! 2

Im Bereich unterhalb von Tc ist die Fugazität z praktisch temperaturunabhängig, da dort
N0 = O(N):

z =
N0

N0 + 1
≈ 1 − 1

N0

≈ 1 für 0 ≤ T < Tc . (III.1.43)

Wegen

N

V
≥ N −N0

V
=

1

λ3
g3/2(z) ≈

1

λ3
ζ(3/2) (III.1.44)

2Die Kohärenz des Bose–Einstein-Kondensates kann durch Beobachtung der Interferenz zweier makro-
skopischer Materiewellen nachgewiesen werden. Der erste Bericht darüber stammt von M.R. Andrews,
C.G. Townsend, H.-J. Miesner, D.S. Durfee, D.M. Kurn und W. Ketterle: Observation of Interference
between Two Bose Condensates , Science 275, 637 (1997).
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entspricht das Intervall 0 ≤ T < Tc für die dimensionslose, zu T 3/2 proportionale Variable
V/(Nλ3) = v/λ3 dem Intervall

0 ≤ V

Nλ3
≤ 1

ζ(3/2)
≈ 0.383 . (III.1.45)

Oberhalb von Tc ist in guter Näherung N0 = 0, also N/V = g3/2(z)/λ
3 oder

g3/2(z) =

(
V

Nλ3

)−1

. (III.1.46)

Für sehr hohe Temperaturen ist schließlich V/(Nλ3) ≫ 1 und daher g3/2(z) ≪ 1, also gilt
g3/2(z) ≈ z. Dann findet man

z ≈
(

V

Nλ3

)−1

, (III.1.47)

was genau dem klassischen Grenzfall entspricht: Denn für ein klassisches ideales Gas gilt
nach Gl. (II.7.18) die Identität lnZ = zV

λ3 ; daraus folgt die Beziehung N = z ∂
∂z

lnZ = z V
λ3 .

Das Auftreten des Bose–Einstein-Kondensates ist auch am Verhalten des Druckes als
Funktion der Temperatur erkennbar: Für T ≤ Tc gilt

p

kBT
=

1

λ3
g5/2(1) (III.1.48)

oder

p =
kBT

λ3
ζ(5/2)

=

(
2πm

h2

)3/2

(kBT )5/2 ζ(5/2) . (III.1.49)

Der Druck des Systems ist daher unterhalb der Kondensationstemperatur unabhängig von
seinem Volumen! Das wird verständlich, wenn man die zweite Grundgleichung für T ≤ Tc

in der Form

Nex

V
=

1

λ3
ζ(3/2) (III.1.50)

schreibt und diese Beziehung in die obige Gl. (III.1.49) einsetzt; es folgt dann

p = kBT
Nex

V

ζ(5/2)

ζ(3/2)
für T ≤ Tc . (III.1.51)

Eine Volumenverringerung ist daher für T ≤ Tc aufgrund der Konstanz des Druckes
mit einer dazu proportionalen Verringerung von Nex bzw. mit einer Erhöhung von N0

verbunden. Angeregte Teilchen weichen der Druckerhöhung also durch
”
Phasenwechsel“

aus; der Druck wird nur von den nicht-kondensierten Teilchen verursacht.
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Bei T = Tc ist einerseits in guter Näherung noch N0 = 0, andererseits jedoch bereits
z = 1. Daher gilt für den

”
Übergangsdruck“

p(Tc) = kBTc
N

V

ζ(5/2)

ζ(3/2)

≈ 0.514
NkBTc

V
. (III.1.52)

Der Druck eines idealen, freien Bose-Gases beträgt daher am Kondensationspunkt nur
ungefähr die Hälfte des Druckes eines hypothetischen Maxwell–Boltzmann-Gases.
Für T > Tc ist schließlich N0 = 0; also hat man

p =
kBT

λ3
g5/2(z) (III.1.53)

und

N

V
=

1

λ3
g3/2(z) ; (III.1.54)

daraus ergibt sich für den Druck

p =
NkBT

V

g5/2(z)

g3/2(z)
. (III.1.55)

Für hinreichend hohe Temperaturen ist g5/2(z) ≈ g3/2(z) ≈ z; damit erhält man wieder
den klassischen Grenzfall zurück.

III.1.4 Die spezifische Wärmekapazität

Besonders markant ist das Verhalten der spezifischen Wärmekapazität des entarteten
Bose-Gases in Abhängigkeit von der Temperatur. Nach Gl. (III.1.17) gilt für die Innere
Energie

U =
3

2
V
kBT

λ3
g5/2(z) ; (III.1.56)

daraus kann für T ≤ Tc die Wärmekapazität bei festem Volumen (d.h. bei festen Ein-
teilchen-Energien) sofort berechnet werden:

CV

NkB

=
3

2

V

N
ζ(5/2)

d

dT

T

λ3

=
15

4

V

N
ζ(5/2)

1

λ3
. (III.1.57)

Daher ist CV ∝ T 3/2 für T ≤ Tc.

Am Übergangspunkt, also für T → Tc − 0, gilt N/V = ζ(3/2)/λ3; das ergibt den links-
seitigen Grenzwert

CV (Tc − 0)

NkB
=

15

4

ζ(5/2)

ζ(3/2)
≈ 1.926 >

3

2
; (III.1.58)
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der klassische Wert wird daher erheblich überschritten.

Für T > Tc ist N/V = g3/2(z)/λ
3, und daher

CV

NkB

=
∂

∂T

(
3

2
T
g5/2(z)

g3/2(z)

)

N,V

. (III.1.59)

Für die Auswertung dieses Ausdrucks wird offenbar auch die partielle Ableitung der Fu-
gazität nach der Temperatur benötigt, also

(
∂z
∂T

)
N,V

. Diese erhält man aus der folgenden

Überlegung: Einerseits ist

g3/2(z) =
N

V
λ3 ; (III.1.60)

daraus folgt sofort
(
∂g3/2(z)

∂T

)

N,V

= − 3

2T
g3/2(z) . (III.1.61)

Andererseits erhält man aus der Reihendarstellung gn(z) =
∑∞

ℓ=1
zℓ

ℓn die allgemeine Bezie-
hung

d

dz
gn(z) =

gn−1(z)

z
, (III.1.62)

also insbesondere auch

dg3/2(z)

dz
=

1

z
g1/2(z) . (III.1.63)

Die Kettenregel ergibt dann
(
∂g3/2(z)

∂T

)

N,V

=
dg3/2(z)

dz

(
∂z

∂T

)

N,V

, (III.1.64)

woraus nun die gesuchte Ableitung abgelesen werden kann:

(
∂z

∂T

)

N,V

=

(
∂g3/2(z)

∂T

)

N,V

dg3/2(z)

dz

= − 3z

2T

g3/2(z)

g1/2(z)
. (III.1.65)

Damit kann die Wärmekapazität auch oberhalb der Kondensationstemperatur berechnet
werden:

CV

NkB
=

∂

∂T

(
3

2
T
g5/2(z)

g3/2(z)

)

N,V

=
3

2

g5/2(z)

g3/2(z)
+

3T

2

1

z

(
− 3z

2T

g3/2(z)

g1/2(z)

)
+

3T

2

g5/2(z)(−1)
[
g3/2(z)

]2
g1/2(z)

z

(
− 3z

2T

g3/2(z)

g1/2(z)

)

=
15

4

g5/2(z)

g3/2(z)
− 9

4

g3/2(z)

g1/2(z)
. (III.1.66)
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Da nun g1/2(z) → ∞ für z → 1, folgt

CV (Tc + 0)

NkB
=

15

4

ζ(5/2)

ζ(3/2)
=

CV (Tc − 0)

NkB
. (III.1.67)

Der rechtsseitige Grenzwert der Wärmekapazität am Übergangspunkt stimmt also mit
dem linksseitigen überein; die Wärmekapazität des idealen, freien Bose-Gases ist stetig
bei T = Tc.
Mit den gleichen Argumenten zeigt man auch (Übungsaufgabe! )

∂CV

∂T

∣∣∣∣
Tc−0

− ∂CV

∂T

∣∣∣∣
TC+0

=
27

16π
ζ2(3/2)

NkB

Tc

≈ 3.666
NkB

Tc
; (III.1.68)

die Ableitung der Wärmekapzität nach der Temperatur macht also bei Tc einen endlichen
Sprung.
Bei hohen Temperaturen, für die die Näherung gn(z) ≈ z gültig ist, folgt aus Gl. (III.1.66)
sofort

CV

NkB

∣∣∣∣
z→0

=
15

4
− 9

4
=

3

2
; (III.1.69)

das ist das bereits aus der Hochtemperaturentwicklung (III.1.35) bekannte klassische
Verhalten.

Dieses Verhalten der spezifischen Wärmekapazität eines idealen, freien Bose-Gases in
Abhängigkeit von der Temperatur erinnert vage an das Verhalten der Wärmekapazität
von flüssigem 4He, die bei der Temperatur von 2.19 K allerdings nicht nur einen

”
cusp“,

sondern sogar eine Unstetigkeit aufweist: Die Wärmekapazität divergiert ! Diese Diver-
genz zeigt einen Phasenübergang an; unterhalb von 2.19 K tritt Suprafluidität auf. Der
experimentell gefundene Verlauf der Wärmekapazität mit der Temperatur ähnelt dem
griechischen Buchstaben λ; man spricht daher vom

”
λ-Übergang“. Setzt man die Para-

meter von flüssigem 4He, also die Teilchenmasse

m = 6.65 · 10−27 kg (III.1.70)

und die Teilchendichte

N

V
= 2.18 · 1028 m−3 (III.1.71)

in den Ausdruck (III.1.40) für die Kondensationstemperatur des idealen Bose-Gases ein,
erhält man

Tc =
h2

2πmkB

(
N

V ζ(3/2)

)2/3

≈ 3.13 K , (III.1.72)
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3/2

1.925
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Abbildung III.2: Wärmekapazität des idealen, freien Bose-Gases als Funktion der Tem-
peratur. Bei T = Tc tritt ein

”
cusp“ auf; die Größe der Unstetigkeit der Ableitung wird

durch Gl. (III.1.68) gegeben.

was immerhin von der Größenordnung her gut mit der Temperatur des λ-Punktes überein-
stimmt. Eine bessere Übereinstimmung darf nicht erwartet werden, da flüssiges 4He auf-
grund seiner relativ hohen Dichte dem Modell eines idealen Gases nur sehr unvollkommen
entsprechen kann; die Teilchen-Teilchen-Wechselwirkung ist hier nicht vernachlässigbar.
Von daher schlug Fritz London im Jahre 1938 vor, den λ-Übergang in 4He als Anzeichen für
das Auftreten von Bose–Einstein-Kondensation anzusehen, wobei diese allerdings durch
Wechselwirkungseffekte

”
verzerrt“ sein sollte.3 Man erhält dann eine Verbindung zur em-

pirischen
”
Zwei-Flüssigkeiten-Theorie“ der Suprafluidität: Die N0 Teilchen im Grundzu-

stand entsprechen dem suprafluiden, die Nex angeregten Teilchen dem normalen Anteil
der Flüssigkeit.
In den seit 1995 durchgeführten Experimenten zur Bose–Einstein-Kondensation von ge-
fangenen Atomgasen arbeitet man dagegen mit Proben, deren Dichte N/V im Bereich von
nur 1020 m−3 liegt, also um nicht weniger als 8 Größenordnungen unterhalb der Dichte
von flüssigem 4He ! Derart

”
verdünnte“ Gase kommen dem theoretischen Ideal sehr viel

näher.

3F. London: On the Bose–Einstein Condensation, Phys. Rev. 54, 947 (1938). In dieser Arbeit wird
insbesondere auch die gesonderte Behandlung, die dem Grundzustand in der Kontinuumsapproximation
zukommen muss, ausführlich diskutiert. Diese Sonderrolle des Grundzustandes war zuvor von G.E. Uh-
lenbeck in seiner 1927 in Leiden angefertigten Dissertation nicht erkannt worden; Uhlenbeck hatte argu-
mentiert, dass Bose–Einstein-Kondensation nicht möglich sei.
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Abschließend soll noch die Abhängigkeit des Übergangsdruckes von der Temperatur unter-
sucht werden. Aus der Thermodynamik kennt man für Phasenübergänge erster Ordnung
(also für Phasenübergänge, bei denen das pro Teilchen beanspruchte Volumen am Über-
gangspunkt unstetig ist) Clausius–Clapeyron-Gleichung:

• Bezeichnet p0 den Druck eines Systems bei einen Phasenübergang erster Ordnung,
bei dem sich das Volumen pro Teilchen von v1 auf v2 ändert und pro Teilchen die la-
tente Wärme L auftritt, so gehorcht dieser Übergangsdruck der Differentialgleichung

dp0

dT
=

L

T (v2 − v1)
, (III.1.73)

die als Clausius–Clapeyron-Gleichung bezeichnet wird. �

Eine formal ähnliche Gleichung lässt sich auch für den Übergangsdruck eines idealen Bose-
Gases aufstellen. Bei gegebener Temperatur T und Veränderung des Volumens V tritt die
Kondensation auf bei einem Volumen Vc, das durch die Gleichung

N

Vc

=
1

λ3
ζ(3/2) (III.1.74)

gegeben wird, also für

vc =
λ3

ζ(3/2)
. (III.1.75)

Für v < vc ist der Druck

p0 =
kBT

λ3
ζ(5/2) (III.1.76)

unabhängig von v. Im p−V -Diagramm wird die
”
Übergangslinie“ unter Verwendung der

Gl. (III.1.75) beschrieben durch

p0 =

(
2πmkBT

h2

)3/2

kBT ζ(5/2)

=
h2

2πm

ζ(5/2)

λ5

=
h2

2πm

ζ(5/2)

[vc ζ(3/2)]5/3
, (III.1.77)

also durch p0v
5/3
c = const. Nun gilt in der Kondensatphase aufgrund der Gl. (III.1.75)

die einfache Beziehung

Nex

N
=

V

Nλ3
ζ(3/2) =

v

vc

, (III.1.78)

und daher auch

Nexvc = Nv = V . (III.1.79)
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Dieser Zusammenhang kann offenbar so gedeutet werden, dass ein angeregtes Teilchen
formal das Volumen vc einnimmt, während einem

”
kondensierten“ Teilchen im Grundzu-

stand das Volumen
”
Null“ zuzuordnen ist. Bei der Kondensation hat man dann, ebenfalls

formal, eine Volumenänderung |∆v| = vc pro Teilchen. Für die Abhängigkeit des Über-
gangsdruckes von der Temperatur ergibt sich damit

dp0

dT
=

5

2

p0

T

=
5

2

kB

λ3
ζ(5/2)

=
5

2

kB

vc

ζ(5/2)

ζ(3/2)

=

5
2
kBT

ζ(5/2)
ζ(3/2)

T |∆v| , (III.1.80)

was genau die Form einer Clausius–Clapeyron-Gleichung (III.1.73) besitzt, wenn man die
Größe

L =
5

2
kBT

ζ(5/2)

ζ(3/2)
(III.1.81)

formal als mit der Kondensation verbundene latente Wärme auffasst. Es muss jedoch be-
tont werden, dass die Bose–Einstein-Kondensation in einem idealen Gas ohne ein Wech-
selwirkungspotential zwischen den Teilchen auftritt, während übliche Phasenübergänge
entscheidend von solchen Wechselwirkungspotentialen bestimmt werden.

• Die in diesem Abschnitt hergeleiteten Resultate gelten für das freie ideale Bose-
Gas mit der Zustandsdichte (III.1.2). Für den Fall, dass diese Zustandsdichte durch
ein äußeres Fallenpotential geändert wird, ändert sich auch die Thermodynamik:
Für das wichtige Beispiel einer dreidimensionalen isotropen Oszillatorfalle mit der
Zustandsdichte (III.1.3) findet man bei hinreichend großer Teilchenzahl N die Kon-
densationstemperatur (Übungsaufgabe! )

Tc =
~ω

kB

(
N

ζ(3)

)1/3

; (III.1.82)

unterhalb von Tc wird die Besetzung des Grundzustandes anstelle von Gl. (III.1.42)
durch

N0 = N −
(
kBT

~ω

)3

ζ(3)

= N

[
1 −

(
T

Tc

)3
]

(III.1.83)
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beschrieben.4 Zudem bleibt die spezifische Wärmekapazität des Gases in der Oszil-
latorfalle bei Tc nicht stetig, sondern macht einen endlichen Sprung.5 �

III.2 Thermodynamik der Schwarzkörperstrahlung

Als
”
schwarzen Körper“ bezeichnet man ein Objekt, das sämtliche auftreffende Strahlung

absorbiert. Eine sehr gute Realisierung eines schwarzen Körpers liefert eine kleine Öffnung
eines Hohlraums: Die auf diese Öffnung einfallende Strahlung wird im Innern des Hohl-
raumes vor ihrer Absorption unter Umständen noch mehrfach reflektiert, gelangt aber
nur mit verschwindend geringer Wahrscheinlichkeit wieder aus dem Loch hinaus.
Die von einem solchen schwarzen Körper ausgesandte Strahlung wird daher auch als

”
Hohlraumstrahlung“ bezeichnet. Sie kann aus zwei verschiedenen Perspektiven betrach-

tet werden:

1. Das Strahlungsfeld kann als ein System harmonischer Oszillatoren mit Oszillator-
frequenzen ωs und Energien Es = (ns + 1/2)~ωs aufgefasst werden; dabei bezeich-
net ns = 0, 1, 2, . . . den Anregungszustand eines Oszillators mit der Frequenz ωs.
Die Oszillatoren sind unterscheidbar und gehorchen der Boltzmann-Statistik . Die-
se Sichtweise entspricht (bis auf die damals noch unbekannte

”
Vakuumenergie“ der

Oszillatoren) dem Ansatz von Max Planck (1900).

2. Das Strahlungsfeld kann auch als ein relativistisches ideales
”
Gas“ von

”
Photonen“

mit den Energien ~ωs aufgefasst werden. Photonen sind ununterscheidbar und ge-
horchen der Bose–Einstein-Statistik . Diese Sichtweise entspricht dem Ansatz von
Satyendranath Bose (1924) und Albert Einstein (1924, 1925).

Beide Ansätze unterscheiden sich dadurch, dass im ersten die Oszillatoren selbst als die
fundamentalen Grundgegebenheiten angesehen werden, im zweiten dagegen die Photo-
nen. Natürlich (aus heutiger Sicht!) hängen sie eng zusammen: Die Photonen sind die

”
Anregungsquanten“ des Strahlungsfeldes. Die Tatsache, dass dieses durch harmonische

Oszillatoren beschrieben wird, wird plausibel durch den aus der Elektrodynamik bekann-
ten Ausdruck

w(~r, t) =
ε0

2

(
~E2(~r, t) + c2 ~B2(~r, t)

)
(III.2.1)

für die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes, wobei ε0 = 8.854188 · 10−12 As/Vm
die absolute Dielektrizitätskonstante und c = 2.997925·108 m/s die Vakuumlichtgeschwin-
digkeit bezeichnen. Diese quadratische Form entspricht der Hamiltonfunktion eines Oszil-
latorsystems.

4Die temperaturabhängige Besetzung des Grundzustandes durch Bose–Einstein-kondensierte Alkali-
atome in einer Oszillatorfalle wurde erstmals 1996 gemessen. Siehe dazu M.-O. Mewes, M.R. Andrews,
N.J. van Druten, D.M. Kurn, D.S. Durfee, und W. Ketterle: Bose–Einstein Condensation in a Tightly
Confining dc Magnetic Trap, Phys. Rev. Lett. 77, 416 (1996) sowie J.R. Ensher, D.S. Jin, M.R. Matthews,
C.E. Wieman, und E.A. Cornell: Bose–Einstein Condensation in a Dilute Gas: Measurement of Energy
and Ground-State Occupation, Phys. Rev. Lett. 77, 4984 (1996).

5Eine ausführliche Diskussion des idealen Bose-Gases in einer Oszillatorfalle, die mit den in diesem
Abschnitt entwickelten Werkzeugen nachvollzogen werden kann, geben S. Grossmann und M. Holthaus:
λ-transition to the Bose–Einstein condensate, Z. Naturforsch. 50 a, 921–930 (1995).
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Gesucht werden nun die thermodynamischen Eigenschaften der Hohlraumstrahlung. Es
wird dabei vorausgesetzt, dass sich die Strahlung im thermischen Gleichgewicht mit den
Hohlraumwänden befindet. Diese haben die Temperatur T und bilden ein Energiereservoir.
Geht man von den Planckschen Oszillatoren aus, kann man zunächst, da die einzelnen Os-
zillatoren nicht miteinander wechselwirken, die kanonische Zustandssumme eines einzigen
Oszillators der Frequenz ω berechnen:

Z1(β) =
∞∑

n=0

e−β(n+1/2)~ω

=
e−β~ω/2

1 − e−β~ω

=
1

2 sinh(β~ω/2)
. (III.2.2)

Die mittlere Energie eines solchen Oszillators lautet somit

〈εω〉 = − ∂

∂β
lnZ1(β)

=
∂

∂β
ln sinh(β~ω/2)

=
1

2
~ω coth(β~ω/2)

=
1

2
~ω

eβ~ω + 1

eβ~ω − 1

=
1

2
~ω

eβ~ω − 1 + 2

eβ~ω − 1

=
1

2
~ω +

~ω

eβ~ω − 1
. (III.2.3)

Um jetzt die spektrale Energiedichte der Hohlraumstrahlung (also ihre Energie pro Volu-
men und pro Frequenzintervall) anzugeben, wird die

”
Zahl der Oszillatoren“ (d.h. die Zahl

der Schwingungsmoden des elektromagnetischen Feldes bei einer gegebenen Frequenz ω)
benötigt. Dazu betrachte man zunächst einen Kubus der Kantenlänge L mit verspiegelten
Wänden. Stehende Wellen der Wellenlänge λ parallel zu einer der Kubuskanten können
sich nur ausbilden, wenn L ein ganzzahliges Vielfaches von λ/2 ist: L = nλ/2, wobei
n = 1, 2, 3 . . . ganzzahlig und positiv sein muss. Mit λ = c/ν = 2πc/ω folgt

ω =
πc

L
n ; (III.2.4)

die aufgrund der Randbedingungen zulässigen Frequenzen der Moden entsprechen also
den

”
Punkten“ eines kubischen Gitters im ω-Raum mit der Gitterkonstanten ∆ω = πc/L.

Die Anzahl N(ω) der Moden mit einer Frequenz bis hin zu einer gegebenen Frequenz ω
ist daher ungefähr gleich dem Volumen desjenigen Teiles einer Kugel im Frequenzraum
mit Radius ω, der sich im ersten Oktanden befindet, dividiert durch das Volumen der
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”
Elementarzelle“, das von einem einzigen Schwingungszustand beansprucht wird:

N(ω) =
1
8

4π
3
ω3

(
πc
L

)3

=
ω3

6π2c3
V , (III.2.5)

wobei V = L3 das Kubusvolumen bezeichnet. Das ergibt für die Anzahl der Zustände mit
Frequenzen zwischen ω und ω + dω nun

dN(ω) =
ω2

2π2c3
V dω . (III.2.6)

Man beachte, dass bei dieser Abschätzung vorausgesetzt wird, dass das Volumen der
Achtelkugel sehr viel größer ist als das der Elementarzelle, so dass die

”
angeschnitte-

nen“ Zellen am Kugelrand aufgrund des großen Kugelvolumens nicht genauer betrachtet
werden müssen. Berücksichtigt man noch, dass zu jeder Schwingungsmode zwei Polari-
sationsrichtungen gehören, erhält man die spektrale (frequenzabhängige) Zustandsdichte

D(ω) =
ω2

π2c3
. (III.2.7)

Zwar wurde diese Beziehung hier unter Rückgriff auf einen Kubus erhalten; das Weylsche
Theorem über das Spektrum des Laplaceoperators garantiert jedoch, dass auch für an-
dere Formen des Hohlraums der führende (Volumen-)Term der Zustandsdichte durch die
Gl. (III.2.7) gegeben wird.
Der Ausdruck für die spektrale Energiedichte, also die berühmte Plancksche Formel, er-
gibt sich daraus durch Multiplikation mit der mittleren Oszillatorenergie (III.2.3), wobei
allerdings die unbeobachtbare Vakuumenergie vernachlässigt wird:

spektrale Energiedichte = spektrale Zustandsdichte × mittlere Oszillatorenergie

u(ω) =
ω2

π2c3
× ~ω

exp(~ω/(kBT )) − 1

=
~

π2c3
ω3

exp(~ω/(kBT )) − 1
. (III.2.8)

Geht man dagegen von den Photonen aus, so benötigt man zunächst für jede Frequenz ω
deren mittlere Anzahl bei der Hohlraumtemperatur T . Im kanonischen Ensemble ist diese
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gegeben durch

〈nω〉 =

∞∑

n=0

n e−nβ~ω

∞∑

n=0

e−nβ~ω

= − ∂

∂(β~ω)
ln

∞∑

n=0

e−nβ~ω

=
∂

∂(β~ω)
ln
(
1 − e−β~ω

)

=
1

eβ~ω − 1
. (III.2.9)

Damit verhält sich das
”
Photonengas“ genau wie ein ideales Bose-Gas mit dem chemischen

Potential µ = 0. Das ist plausibel: Da die Photonen masselos sind und daher
”
erzeugt“ und

”
vernichtet“ werden können, ist die Photonenzahl nicht fest vorgegeben, sondern stellt sich

im Gleichgewicht ein; es gibt daher für die Photonenzahl keinen Lagrange-Multiplikator.
Die Zustandsdichte dieser als

”
Gasteilchen“ aufgefassten Photonen erhält man nun wie

üblich aus dem durch h3 dividierten Phasenraumvolumen,

g(p) dp =
4πp2 dp

h3
V , (III.2.10)

wobei hier die relativistische Dispersionsrelation p = E/c = ~ω/c der Photonen einzuset-
zen ist:

g(ω) dω = V
ω2 dω

2π2c3
. (III.2.11)

Nach Division durch das Volumen V und Berücksichtigung der beiden Polarisationsrich-
tungen ergibt sich daraus wieder die spektrale Zustandsdichte (III.2.7). Der Ausdruck für
die spektrale Energiedichte setzt sich nun aus drei Anteilen zusammen:

spektrale Energiedichte = spektrale Zustandsdichte× Energie eines Photons

×mittlere Photonenzahl

u(ω) =
ω2

π2c3
× ~ω × 1

exp(~ω/(kBT )) − 1

=
~

π2c3
ω3

exp(~ω/(kBT )) − 1
, (III.2.12)

in genauer Übereinstimmung mit der vorher unter Rückgriff auf Plancksche Oszillato-
ren gefundenen Gl. (III.2.8). Die Interpretation der Oszillatorquanten als Gasteilchen in
konsequenter Verbindung mit der üblichen Zelleneinteilung des Phasenraums führt in der
Tat derart direkt und elegant auf die Plancksche Formel, dass der eigentlich entscheiden-
de Punkt dieser zweiten Argumentationslinie im Hintergrund bleibt: Die Photonen wer-
den implizit als prinzipiell ununterscheidbar angesehen; ihre mittlere Anzahl wird nicht
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durch die klassische Boltzmann-Statistik bestimmt, sondern durch den nichtklassischen
Ausdruck (III.2.9). Offenbar war Bose selbst sich dieser revolutionären Tatsache nicht be-
wusst, als er seine Herleitung der Planckschen Formel fand. Nachdem er das Manuskript
seiner Arbeit zunächst beim englischen Philosophical Magazine zur Veröffentlichung ein-
gereicht hatte und es dort abgelehnt worden war, schickte er es an Einstein, der damals
Herausgeber der Zeitschrift für Physik war und es am 2. Juli 1924 erhielt. In seinem Be-
gleitbrief wies Bose mit keinem Wort auf die

”
neue“ Statistik hin, sondern betonte seine

Verwendung der Phasenraumzellen, mit der er den korrekten Vorfaktor des Strahlungs-
gesetzes erhalten hatte:6

Respected Sir:

I have ventured to send you the accompanying article for your perusal and
opinion. I am anxious to know what you think of it. You will see that I have
tried to deduce the coefficient 8πν2/c3 in Planck’s Law independent of the
classical electrodynamics, only assuming that the ultimate elementary regions
in the phase-space has the content h3. I do not know sufficient German to
translate the paper. If you think the paper worth publication I shall be grateful
if you arrange its publication in Zeitschrift für Physik. Though a complete
stranger to you, I do not hesitate in making such a request. Because we are
all your pupils though profiting only from your teachings through your writings
. . .

Einstein erkannte sofort den Wert von Boses Gedanken, übersetzte sie persönlich in die
deutsche Sprache und sorgte für ihre Veröffentlichung.7 Am Ende der nur vier Seiten
langen Abhandlung fügte er eine

”
Anmerkung des Übersetzers“ hinzu:

Boses Ableitung der Planckschen Formel bedeutet nach meiner Meinung einen
wichtigen Fortschritt. Die hier benuzte Methode liefert auch die Quanten-
theorie des idealen Gases, wie ich an anderer Stelle ausführen will.

Innerhalb von nur wenigen Tagen übertrug Einstein das von Bose benutzte Verfahren
zur Berechnung des Entropie des Photonengases auf ein Gas nichtrelativistischer, masse-
behafteter Teilchen — wenn man den offiziellen Daten Glauben schenken darf, berichtete
er schon 8 Tage nach Erhalt von Boses Arbeit über die Quantentheorie des idealen Ga-
ses8 — und erhielt die bereits in Abschnitt II.6 dargestellte mikrokanonische Theorie für
ideale Bosonen. Obwohl stark durch Bose inspiriert, darf die Folgeleistung Einsteins kei-
neswegs geringer eingeschätzt werden. Während Bose durch das hervorragend bestätigte
Strahlungsgesetz der Richtigkeit seiner Sichtweise versichert wurde, gab es für Einstein
keinen experimentellen Hinweis, der eine neue, quantenmechanische Theorie des idealen
Gases nahegelegt hätte. Einstein folgte vielmehr einer tiefen Überzeugung:9

6Zitiert nach W. A. Blanpied, Satyendranath Bose: Co-Founder of Quantum Statistics . Am. J. Phys.
40, 1212 (1972).

7S. Bose: Plancks Gesetz und Lichtquantenhypothese, Z. Phys. 26, 178–181 (1924).
8A. Einstein: Quantentheorie des einatomigen idealen Gases . Sitzungsberichte der preussischen Aka-

demie der Wissenschaften: XXII. Gesamtsitzung vom 10. Juli 1924.
9Aus der Einleitung von Einsteins zweiter Abhandlung über das ideale Bose-Gas.
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Wenn die Bosesche Ableitung der Planckschen Strahlungsformel ernst genom-
men wird, so wird man auch an dieser Theorie des idealen Gases nicht vorbei-
gehen dürfen; denn wenn es gerechtfertigt ist, die Strahlung als ein Quantengas
aufzufassen, so muss die Analogie zwischen Quantengas und Molekülgas eine
vollständige sein.

Allerdings geht auch Einstein in seiner ersten Arbeit zum idealen Bose-Gas noch nicht
auf die implizit vorausgesetzte prinzipielle Ununterscheidbarkeit der Gasteilchen sowie
die Konsequenzen daraus ein. Erst in einer zweiten Arbeit10, in der erstmals auch die

”
Kondensation“ des Gases beschrieben wird, die heute als Bose–Einstein-Kondensation

Furore macht, diskutiert Einstein, einer Ermahnung von Ehrenfest folgend, ausführlich
den Befund, dass gemäß der von Bose und ihm entwickelten Theorie die Gasteilchen
nicht voneinander statistisch unabhängig sind, sondern einer gegenseitigen Beeinflussung

”
von vorläufig ganz rätselhafter Art“ unterliegen — nämlich der symmetriebedingten

Wechselwirkung identischer Teilchen, die in Abschnitt II.5 als Austauschwechselwirkung
eingeführt wurde.11 12

Zurück zur Thermodynamik des Photonengases: Ausgehend von der spektralen Energie-
dichte (III.2.8) kann nun sofort die gesamte Energiedichte für den strahlungsgefüllten
Hohlraum berechnet werden. Unter Verwendung der dimensionslosen Variablen x = ~ω

kBT

erhält man

u(ω) dω =
~

π2c3

(
kBT

~

)4
x3 dx

ex − 1
; (III.2.13)

die Energiedichte U/V ist daher proportional zu T 4:

U

V
=

(kBT )4

π2~3c3

∫ ∞

0

x3 dx

ex − 1

=
(kBT )4

π2~3c3
Γ(4) ζ(4)

=
π2k4

B

15 (~c)3
T 4 . (III.2.14)

10A. Einstein: Quantentheorie des einatomigen idealen Gases. Zweite Abhandlung. Sitzungsberichte
der preussischen Akademie der Wissenschaften: I. Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse vom
8. Januar 1925.

11Eine Rückübersetzung von Boses Arbeit in die englische Sprache sowie Übersetzungen der erwähnten
Arbeiten Einsteins finden sich unter https://www.uni-oldenburg.de/condmat/teaching/statistik/

12Ein Kuriosum am Rande: Es ist in der naturwissenschaftlichen Literatur bei Quellenangaben üblich,
Zeitschriftennamen abzukürzen. Aus den

”
Sitzungsberichten der preussischen Akademie der Wissenschaf-

ten“ mag so vielleicht zunächst
”
Sitz. Ber. Preuss. Akad. Wiss.“ und dann

”
S.B. Preus. Akad. Wiss.“

geworden sein. Da jedoch der Bekanntheitsgrad der
”
Sitzungsberichte“ im Ausland eher gering gewesen

sein muss, wurden die Buchstaben
”
S.B.“ daraufhin als die Initialen eines Herrn Preus interpretiert. Bis

in die Gegenwart wird daher gelegentlich einem gewissen
”
S.B. Preus“ eine Mitautorenschaft an Einsteins

berühmten Arbeiten zugeschrieben. Ein Beispiel: In dem Artikel Bose–Einstein condensation in arbitra-
rily shaped cavities von K. Kirsten und D. J. Toms (Phys. Rev. E 59, 158 (1999)) findet sich ein Verweis
auf

”
A. Einstein and S.B. Preus, Akad. Wiss. Lit. Mainz Abh. Math. Naturwiss. Kl. 22, 261 (1924)“.

A. Einsteins legendärer Mitarbeiter S.B. Preus existiert jedoch ebensowenig wie der Wolpertinger.
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Diese T 4-Proportionalität erinnert an das empirisch bekannte Stefan–Boltzmann-Gesetz
für die Intensität der von einem schwarzen Körper ausgehenden Strahlung. Allerdings ist
die Intensität nicht gleich der Energiedichte, sondern gleich der Energiestromdichte, also
gleich der transportierten Energie pro Fläche und Zeit. Von der Dimension her unterschei-
den sich daher die Intensität und die Energiedichte um einen Faktor mit der Dimension
einer Geschwindigkeit. Dieser Faktor ist jedoch nicht einfach die Lichtgeschwindigkeit,
sondern c/4, wie aus der folgenden Überlegung klar wird:

Es sei d ~A der Normalenvektor eines Flächenelementes der Hohlraumöffnung. Die durch
dieses Flächenelement austretende Strahlung kann in den gesamten dem Hohlraum ge-
genüberliegenden Halbraum gerichtet sein; die Geschwindigkeitsvektoren ~v der austre-
tenden Photonen (mit |~v| = c) schließen also mit dem Normalenvektor einen Winkel ϑ
zwischen 0 und π/2 ein. In einem kleinen Zeitintervall dt gelangen diejenigen Photo-
nen mit der durch ~v indizierten Richtung durch das Flächenelement, die sich in einem
Zylinder mit dem Volumen d ~A · ~vdt befinden; der in diesem Skalarprodukt enthaltene
Richtungscosinus berücksichtigt die Tatsache, dass nur die Geschwindigkeitskomponente
in Richtung von d ~A eine Rolle spielt. Die Energiestromdichte I, also die pro Fläche und
Zeit durch die Hohlraumöffnung abgestrahlte Energie, ergibt sich daher durch Mittelung
über die Raumwinkelelements des Halbraums zu

I =
U

V

∫ 2π

0

dϕ

∫ π/2

0

dϑ
sinϑ

4π
c cosϑ

=
U

V

c

2

1

2
sin2 ϑ

∣∣∣∣
π/2

0

=
c

4

U

V
. (III.2.15)

Zusammen mit der Energiedichte (III.2.14) erhält man so das Stefan–Boltzmann-Gesetz :

I =
π2k4

B

60 ~3c2
T 4 ≡ σ T 4 (III.2.16)

mit der Proportionalitätskonstanten

σ =
π2k4

B

60 ~3c2
= 5.670 · 10−8 W

m2K4 , (III.2.17)

deren Zahlenwert bereits vor der Planckschen Theorie bekannt war, mit Hilfe dieser Theo-
rie jedoch auf die fundamentalen Konstanten ~ und c zurückgeführt werden konnte.
Die Tatsache, dass das chemische Potential µ des Photonengases verschwindet, folgt auch
aus der Minimalität der Freien Energie F im Gleichgewicht: Die (über alle Frequenzen
integrierte) Photonenzahl N muss sich so einstellen, dass im Gleichgewicht, bei N = 〈N〉,
die Beziehung ∂F

∂N

∣∣
〈N〉 = 0 gilt. Wegen

dF = −S dT − p dV + µ dN (III.2.18)

folgt aus dieser Forderung sofort µ = 0. Das Verschwinden des chemischen Potentials ist
also direkt darauf zurückzuführen, dass die Photonenzahl nicht

”
erhalten“ ist.
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Die großkanonische Zustandssumme des Photonengases ergibt sich nun unmittelbar aus
der ersten der beiden bekannten Beziehungen (III.1.1) für das ideale Bose-Gas, indem
man dort z = 1 setzt:

lnZ =
pV

kBT
= −

∑

ε

ln
(
1 − e−ε/(kBT )

)
. (III.2.19)

Mit der zugehörigen Zahl der Zustände in dε, also

2 V
4πp2 dp

h3
=

8πV

h3c3
ε2 dε (III.2.20)

folgt daraus

pV

kBT
= −8πV

h3c3

∫ ∞

0

dε ε2 ln
(
1 − e−ε/(kBT )

)
; (III.2.21)

partielle Integration liefert

pV

kBT
= −8πV

h3c3

[
1

3
ε3 ln

(
1 − e−ε/(kBT )

)∣∣∣∣
∞

0

− 1

kBT

∫ ∞

0

dε
ε3

3

e−ε/(kBT )

1 − e−ε/(kBT )

]
. (III.2.22)

Auch hier verschwinden die Randterme; es bleibt

p =
8π

3h3c3
(kBT )4

∫ ∞

0

dx
x3

ex − 1

=
8π5

45 h3c3
(kBT )4

=
1

3

U

V
, (III.2.23)

wie der Vergleich mit der bereits bekannten Gl. (III.2.14) zeigt. Der Unterschied zu der
entsprechenden Relation (III.1.18) für ideale Bose-Gase aus massebehafteten Teilchen ist
auf die geänderte Dispersionsrelation zurückzuführen: Dort war ε = p2/(2m); hier dagegen
ist ε = pc.
Mit µ = 0 folgt aus der thermodynamischen Identität U = TS − pV + µN nun

F = U − TS

= −pV
= −1

3
U , (III.2.24)

so dass auch die Entropie des Photonengases sehr einfach angegeben werden kann:

S =
U − F

T

=
4

3

U

T

=
4

45

π2k4
B

(~c)3
V T 3 . (III.2.25)
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Daraus erhält man dann für seine spezifische Wärmekapazität bei festem Volumen (also
festgehaltenen Frequenzen der Strahlungsmoden) die Beziehung

CV = T

(
∂S

∂T

)

V

= 3S . (III.2.26)

Ferner gilt nach Gl. (III.2.25) bei einer adiabatischen Zustandsänderung des Photonen-
gases die Beziehung V T 3 = const. Weiterhin besagt Gl. (III.2.23), dass p ∝ T 4; also hat
man auch V p3/4 = const. und schließlich pV 4/3 = const. Im Unterschied zum klassischen
idealen Gas stimmt der hier auftretende

”
Adiabatenexponent“ γ = 4/3 jedoch nicht mit

dem Quotienten Cp/CV überein; für das Photonengas ist Cp/CV = ∞. (Übungsaufgabe! )

Abschließend kann auch die zweite der beiden Beziehungen (III.1.1) auf das Photonengas
angewandt werden; für die

”
mittlere Zahl der Photonen“ ergibt sich dann formal

〈N〉 =
V

π2c3

∫ ∞

0

ω2 dω

e~ω/(kBT ) − 1

=
V

π2c3

(
kBT

~

)3

Γ(3)ζ(3)

=
2ζ(3)V

π2

(
kBT

~c

)3

. (III.2.27)

Allerdings sind die relativen Schwankungen der Photonenzahl, gegeben durch

(∆N)2

〈N〉2 =
kBT

V
κT = −kBT

V 2

(
∂V

∂p

)

T

, (III.2.28)

unendlich groß, da nach Gl. (III.2.23) die Isothermen des Photonengases
”
flach“ sind,

seine Kompressibilität daher divergiert: Aus

p =
π2

45 (~c)3
(kBT )4 (III.2.29)

folgt sofort
(
∂p

∂V

)

T

= 0 . (III.2.30)

III.3 Thermodynamik der Phononen

Ein Metall- oder Ionengitter, das aus N Teilchen besteht, kann in
”
harmonischer Nähe-

rung“ als ein System von 3N gekoppelten Oszillatoren aufgefasst werden: Bezeichnen xi

(i = 1, . . . , 3N) die Koordinaten der Gleichgewichtslagen der Atomrümpfe, so liefert eine
Entwicklung der potentiellen Energie Φ({xi}) bis zu Termen zweiter Ordnung um die
Gleichgewichtskonfiguration den Ausdruck

Φ({xi}) = Φ({xi}) +
1

2

∑

i,j

(
∂2Φ

∂xi∂xj

)
(xi − xi) (xj − xj) + . . . . (III.3.1)
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Die Kopplungsmatrix
(

∂2Φ
∂xi∂xj

)
, die vom Gittertyp sowie von eventuellen Störstellen und

Defekten bestimmt wird, ist symmetrisch und positiv definit, unterliegt jedoch keinen wei-
teren Einschränkungen; insbesondere sind die Kopplungen zwischen verschiedenen Gitter-
teilchen nicht auf nächste Nachbarn beschränkt. Setzt man nun ξi =

√
mi(xi − xi), wobei

mi die zur i-ten Schwingungskoordinate gehörende Atom- oder Ionenmasse bezeichnet,
werden die Gitterschwingungen daher beschrieben durch die Energiefunktion

E = Φ0 +
1

2

∑

i

ξ̇2
i +

1

2

∑

i,j

ξiKijξj , (III.3.2)

wobei die Matrix

Kij =
1

√
mimj

(
∂2Φ

∂xi∂xj

)
(III.3.3)

eingeführt wurde. Da sie ebenfalls symmetrisch ist, kann sie immer diagonalisiert werden;
es existiert also eine orthogonale Matrix Sij mit der Eigenschaft

∑

n,r

SℓnKnrS
−1
rs = Dℓs , (III.3.4)

wobei die Matrix Dℓs ≡ ω2
ℓ δℓs diagonal ist; alle Eigenwerte ω2

ℓ , sind positiv und besitzen
die Dimension einer quadrierten Frequenz. Definiert man nun die so genannten Normal-
koordinaten qℓ =

∑
j Sℓjξj und benutzt

∑
ℓ S

−1
iℓ Sℓj = δij , folgt

E = Φ0 +
1

2

∑

i,ℓ,j

ξ̇iS
−1
iℓ Sℓj ξ̇j +

1

2

∑

i,ℓ,n,r,s,j

ξiS
−1
iℓ SℓnKnrS

−1
rs Ssjξj

= Φ0 +
1

2

∑

ℓ

q̇2
ℓ +

1

2

∑

ℓ,s

qℓDℓsqs

= Φ0 +
1

2

∑

ℓ

(
q̇2
ℓ + ω2

ℓ q
2
ℓ

)
. (III.3.5)

Damit wird die Hamiltonfunktion des schwingenden Gitters die eines Systems ungekop-
pelter harmonischer Oszillatoren mit den Normalfrequenzen ωℓ, wobei ℓ = 1, . . . , 3N . Jede
der 3N Normalschwingungen entspricht einer Schallwelle, die durch das Gitter läuft.
Die

”
Anregungsquanten“ der quantenmechanisch behandelten Normaloszillatoren heißen

(in Analogie zu den Photonen, also den Anregungsquanten der elektromagnetischen Feld-
oszillatoren) Phononen. Im Unterschied zur Quantenelektrodynamik ist die Anzahl der
Normaloszillatoren in einem Festkörper beschränkt. In beiden Fällen stellt sich die Zahl
der Anregungsquanten im thermischen Gleichgewicht selbst ein, so dass das chemische
Potential des hier behandelten

”
Phononengases“ ebenso wie das des Photonengases ver-

schwindet, µ = 0.
Die Innere Energie dieses Phononengases lautet somit

U(T ) = Φ0 +
∑

ℓ

1

2
~ωℓ +

∑

ℓ

~ωℓ

e~ωℓ/(kBT ) − 1
; (III.3.6)
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daraus folgt für die spezifische Wärmekapazität bei festem Volumen, also festgehaltenen
Normalfrequenzen

CV =

(
∂U

∂T

)

V

= −
∑

ℓ

~ωℓ e~ωℓ/(kBT )

(e~ωℓ/(kBT ) − 1)
2

(
− ~ωℓ

kBT 2

)

= kB

∑

ℓ

(
~ωℓ

kBT

)2
e~ωℓ/(kBT )

(e~ωℓ/(kBT ) − 1)
2 . (III.3.7)

Für die Auswertung der Summe wird nun das genaue Frequenzspektrum des jeweiligen
Gitters benötigt.

Die einfachste Modellannahme zur Gestalt des Spektrums geht auf Einstein zurück: ωℓ = ω
für alle Moden ℓ; jeder der 3N Normaloszillatoren soll also die gleiche Frequenz ω besitzen.
Für dieses Einstein-Modell ergibt sich dann die Wärmekapazität

CV = 3NkBE(x) (III.3.8)

mit der Einstein-Funktion

E(x) =
x2ex

(ex − 1)2
(III.3.9)

und der dimensionslosen Variablen

x =
~ω

kBT
=

ΘE

T
. (III.3.10)

Die Referenztemperatur ΘE = ~ω/kB wird als Einstein-Temperatur bezeichnet. Man kann
nun sofort die beiden Grenzfälle hoher und tiefer Temperaturen diskutieren: Für Tempe-
raturen, die im Vergleich zur Einstein-Temperatur hoch sind, also für T ≫ ΘE, ist x≪ 1
und E(x) ≈ 1. Dann hat man die Näherung CV ≈ 3NkB, was die bekannte

”
Dulong–

Petit-Regel“ erklärt:

• Bei hinreichend hohen Temperaturen hat die molare spezifische Wärmekapazität
eines Metalls unabhängig von seiner Natur den Wert

cV = 3NAkB = 3R ≈ 24.94
J

mol K
. (III.3.11)

Tatsächlich findet man bei 25 oC die Werte cV = 24.1 J/(mol K) für Aluminium,
cV = 24.5 J/(mol K) für Eisen und cV = 26.7 J/(mol K) für Blei. �

Für im Vergleich zur Einstein-Temperatur kleine Temperaturen, also für T ≪ ΘE, ist da-
gegen x≫ 1 und E(x) ≈ x2e−x. Damit erklärt das Einstein-Modell zwar das

”
Einfrieren“

der spezifischen Wärmekapazität bei tiefen Temperaturen, sagt aber ein exponentielles
Verschwinden von CV , proportional zu exp(−ΘE/T ), bei tiefen Temperaturen voraus. Ein
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solches exponentielles Verschwinden erweist sich im Vergleich mit experimentellen Daten
für die Wärmekapazität von Festkörpern als zu stark. Es ist jedoch typisch für alle Syste-
me, deren Anregungsspektrum eine endlich große Energielücke über dem Grundzustand
besitzt, wie die Lücke ∆E = ~ω im Einstein-Modell.

Eine andere Modellannahme über das Frequenzspektrum der Gitterschwingungen eines
Festkörpers, die die für Schallwellen typische lineare Dispersionsrelation berücksichtigt,
geht auf Debye zurück: Geht man davon aus, dass die niederenergetischen Anregungen
eines Festkörpers longitudinale oder transversale Schallwellen mit einer Geschwindigkeit c
sind, betrachtet einen Kubus V = L3 des jeweiligen Materials und stellt periodische
Randbedingungen, so gilt für die Wellenlängen λ der zulässigen Moden die Bedingung

nλ = n
2πc

ω
= L ; (III.3.12)

also

ω =
2πc

L
n , (III.3.13)

wobei die ganze Zahl n = 0,±1,±2, . . . auch negativ sein kann, entsprechend
”
rückwärts-

laufenden“ Wellen. Aufgrund der periodischen Randbedingungen entsprechen die Fre-
quenzen der zulässigen Moden daher den Punkten eines kubischen Gitters im ω-Raum
mit der Gitterkonstanten ∆ω = 2πc/L. Die Anzahl N(ω) der Moden mit einer Frequenz
bis zu einer vorgegebenen Frequenz ω ist daher ungefähr gleich dem Volumen einer Kugel
mit dem Radius ω im Frequenzraum, dividiert durch das Volumen der

”
Elementarzelle“,

das von einer einzigen Mode beansprucht wird:

N(ω) =
4π
3
ω3

(
2πc
L

)3

=
ω3

6π2c3
V ; (III.3.14)

die Anzahl der Moden mit einer Frequenz zwischen ω und ω + dω ist daher

dN(ω) =
ω2

2π2c3
V dω . (III.3.15)

(Man vergleiche die Herleitung dieses Resultates für periodische Randbedingungen mit
derjenigen, die auf das entsprechende Ergebnis (III.2.6) für elektromagnetische Wellen
in einem verspiegelten Hohlraum, also für Dirichlet-Randbedingungen führte: Dort war
die Gitterkonstante im ω-Raum nur halb so groß wie hier, die Modendichte daher um
den Faktor 23 = 8 größer; dafür durften dort allerdings nur die Gitterpunkte im ersten
Oktanden berücksichtigt werden, hier dagegen zählen alle Oktanden. Daher wird der Aus-
druck (III.3.15) schließlich gleich dem früheren Ausdruck (III.2.6). Diese Unabhängigkeit
des führenden (Volumen-)Terms der Zustandsdichte von den Randbedingungen ist eine
Konsequenz des Weylschen Theorems.)
Nun ist die Gesamtzahl der Schwingungsmoden endlich, nämlich 3N . Um auch diese
Tatsache zu berücksichtigen, postulierte Debye eine cutoff -Frequenz ωD: Für ω ≤ ωD
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soll die Zustandsdichte gemäß Gl. (III.3.15) quadratisch von ω abhängen, für ω > ωD

dagegen verschwinden. Lässt man weiterhin für die longitudinalen und die transversalen
Schallwellen verschiedene Geschwindigkeiten zu, cl und ct, und berücksichtigt schließlich,
dass die transversalen Wellen zwei verschiedene Polarisationsrichtungen besitzen, erhält
man die Zustandsdichte für das Debye-Modell :

g(ω) =





V

(
ω2

2π2c3l
+

ω2

π2c3t

)
, ω ≤ ωD

0 , ω > ωD

. (III.3.16)

Die zugehörige Debye-Frequenz ωD ergibt sich dann aus der Identität

∫ ωD

0

dω g(ω) = V

(
1

2π2c3l
+

1

π2c3t

)
ω3

D

3
= 3N , (III.3.17)

also aus

V

(
1

2π2c3l
+

1

π2c3t

)
=

9N

ω3
D

. (III.3.18)

Damit lautet der Debye-Ansatz für die frequenzabhängige Zustandsdichte schließlich

g(ω) =





9N

ω3
D

ω2 , ω ≤ ωD

0 , ω > ωD

. (III.3.19)

Die tatsächlichen Zustandsdichten lassen sich aus Röntgenstreuexperimenten bestimmen.
Es zeigt sich, dass der niederfrequente Teil des

”
akustischen“ Spektrums häufig sehr gut

durch den quadratischen Ansatz (III.3.19) beschrieben wird, wogegen selbst für einfa-
che Gittertypen bei höheren Frequenzen sogenannte van Hove-Singularitäten auftreten,
so dass die Zustandsdichte für diese höheren Frequenzen nicht mehr glatt ist. Die gute
Übereinstimmung im niederfrequenten Bereich des akustischen Spektrums garantiert je-
doch eine genaue Beschreibung der spezifischen Wärmekapazität bei hinreichend tiefen
Temperaturen.

Die Existenz einer cutoff-Frequenz wird auch unter einem anderen Gesichtspunkt plausi-
bel: Betrachtet man zur Vereinfachung nur die longitudinalen Moden, hat man

∫ ωD

0

dω
V ω2

2π2c3l
=

V ω3
D

6π2c3l
= N . (III.3.20)

Führt man nun gemäß ωD = 2πcl/λD die zur Debye-Frequenz gehörende kürzeste Wellen-
länge λD der Schallwellen ein, erhält man daraus

4π

3

1

λ3
D

=
N

V
(III.3.21)
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Abbildung III.3: Vergleich der quadratischen Zustandsdichte (III.3.19) des Debye-Modells
mit einer typischen, durch Röntgenstreuexperimente bestimmten Zustandsdichte eines
Metalls (schematisch). Während die tatsächliche Zustandsdichte im niederfrequenten
Teil gut mit dem Modell übereinstimmt, treten im hochfrequenten Teil van Hove-
Singularitäten auf.

oder

λD =

(
4π

3

V

N

)1/3

; (III.3.22)

die aus dem Debye-Ansatz folgende kürzeste mögliche Wellenlänge ist also von der Größen-
ordnung der Teilchenabstände im Gitter. Das ist unmittelbar einsichtig, da Wellen mit
noch kürzerer Wellenlänge in einem diskreten Gitter nicht realisiert werden können.
Die spezifische Wärmekapazität eines Gitters, das durch das Debye-Modell (III.3.19)
beschrieben wird, kann nun in einfacher Form angegeben werden:

CV = kB
9N

ω3
D

∫ ωD

0

dω ω2

(
~ω

kBT

)2
e~ω/(kBT )

(e~ω/(kBT ) − 1)
2

= 9NkB

(
kBT

~ωD

)3 ∫ xD

0

dx
x4ex

(ex − 1)2

= 3NkBD(xD) , (III.3.23)

wobei

D(xD) =
3

x3
D

∫ xD

0

dx
x4ex

(ex − 1)2 (III.3.24)

die sogenannte Debye-Funktion bezeichnet, deren dimensionsloses Argument

xD =
~ωD

kBT
=

ΘD

T
(III.3.25)
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durch das Verhältnis der Debye-Temperatur ΘD = ~ωD/kB und der physikalischen Tem-
peratur T gegeben wird. Da nun

ex

(ex − 1)2
= − d

dx

1

ex − 1

liefert eine partielle Integration

D(xD) =
3

x3
D

[
− x4

ex − 1

∣∣∣∣
xD

0

+ 4

∫ xD

0

x3 dx

ex − 1

]

= − 3xD

exD − 1
+

12

x3
D

∫ xD

0

x3 dx

ex − 1
. (III.3.26)

Für im Vergleich zur Debye-Temperatur hohe Temperaturen ist x ≤ xD ≪ 1, daher hat
man die Entwicklung

1

ex − 1
=

1

x+ 1
2
x2 + 1

6
x3 + O(x4)

=
1

x
(
1 + 1

2
x+ 1

6
x2 + O(x3)

)

=
1

x

(
1 − 1

2
x− 1

6
x2 +

1

4
x2 + O(x3)

)

=
1

x

(
1 − 1

2
x+

1

12
x2

)
+ O(x2) . (III.3.27)

Daraus folgt für die Debye-Funktion die Hochtemperatur-Näherung

D(xD) = −3 +
3

2
xD − 1

4
x2

D +
12

x3
D

∫ xD

0

dx

(
x2 − 1

2
x3 +

1

12
x4

)
+ O(x3

D)

= −3 +
3

2
xD − 1

4
x2

D +
12

x3
D

(
1

3
x3

D − 1

8
x4

D +
1

5 · 12
x5

D

)
+ O(x3

D)

= −3 +
3

2
xD − 1

4
x2

D + 4 − 3

2
xD +

1

5
x2

D + O(x3
D)

= 1 − 1

20
x2

D + O(x3
D) , (III.3.28)

und schließlich nach Gl. (III.3.23) für die spezifische Wärmekapazität der Ausdruck

CV = 3NkB

(
1 − 1

20
x2

D

)
+ O(x3

D) für T ≫ ΘD . (III.3.29)

Für hohe Temperaturen nähert sich daher die spezifische Wärmekapazität von unten
ihrem klassischen Grenzwert an.
Für im Vergleich zur Debye-Temperatur tiefe Temperaturen, also für T ≪ ΘD, ist xD ≫ 1.
Daher kann man bei Inkaufnahme eines exponentiell kleinen Fehlers die obere Integrati-
onsgrenze in Gl. (III.3.24) ins Unendliche verschieben:

D(xD) =
12

x3
D

∫ ∞

0

x3 dx

ex − 1
+ O(e−xD) ; (III.3.30)
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das ergibt die spezifische Wärmekapazität

CV = 3NkB
12

x3
D

3!
π4

90
+ O(e−xD)

= NkB
12π4

5

(
T

ΘD

)3

+ O(e−ΘD/T ) . (III.3.31)

Dieses T 3-Gesetz, das vom Debye-Modell mit exponentieller Genauigkeit vorhergesagt
wird, liefert eine hervorragende Beschreibung der experimentellen Daten für den Beitrag
der Gitterschwingungen, also der Phononen, zur spezifischen Wärmekapazität eines Me-
talls oder Ionengitters bei tiefen Temperaturen. Die Tatsache, dass in diesem Modell die
Wärmekapzität für T → 0 nur algebraisch verschwindet, ist auf den Umstand zurück-
zuführen, dass hier (im Unterschied zum Einstein-Modell) keine Energielücke existiert,
da sich ja das Frequenzspektrum (III.3.19) der Normaloszillatoren stetig bis zu Null er-
streckt.

• Die Debye-Temperatur, die den Übergang vom klassischen Hochtemperaturverhal-
ten zum quantenmechanischen

”
Einfrieren“ der Schwingungsfreiheitsgrade markiert,

liegt meist im Bereich von einigen 100 K. (Einige typische Beispiele: ΘD = 394 K
für Aluminium, 345 K für Kupfer, 215 K für Silber; 321 K für NaCl und 231 K für
KCl.) �

IV Ideale Fermi-Gase

Wenn nλ3 ≫ 1, unterscheiden sich ideale Fermi-Gase wesentlich von idealen Bose-Gasen,
da sich das Pauli-Verbot bemerkbar macht. Ebenso wie ideale Bose-Gase stellen auch
ideale Fermi-Gase eine wichtige Klasse von Modellsystemen dar, die in der Natur nähe-
rungsweise realisiert wird: So lässt sich etwa das

”
Elektronengas“ in Metallen in guter

Näherung als ein ideales Fermi-Gas auffassen, wobei allerdings die
”
effektive“ Masse sei-

ner Konstituenten deutlich von der Masse freier Elektronen abweichen kann. Hier wird
also das tatsächliche System der wechselwirkenden Teilchen auf ein äquivalentes System
nichtwechselwirkender

”
Quasiteilchen“ abgebildet. In ähnlicher Weise lassen sich auch die

angeregten Zustände eines Supraleiters durch ein ideales Gas fermionischer Quasiteilchen
beschreiben.

IV.1 Thermodynamik idealer Fermi-Gase

IV.1.1 Kontinuumsapproximation und Virialentwicklung

Den Ausgangspunkt für die großkanonische Behandlung eines idealen Fermi-Gases mit
den Einteilchen-Energien ε bilden erneut die in Abschnitt II.7 gewonnenen Gln. (II.7.21)
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und (II.7.27):

pV

kBT
= lnZ =

∑

ε

ln
(
1 + ze−βε

)

N =
∑

ε

〈nε〉 =
∑

ε

1

z−1eβε + 1
, (IV.1.1)

wobei wieder β = 1/(kBT ) die inverse Temperatur angibt und z = eβµ die Fugazität
bezeichnet. Für freie Fermionen mit einem Spin s, also mit dem Spin-Multiplizitätsfaktor
γ = 2s+ 1, lautet die energieabhängige Zustandsdichte nun

g(ε) = γ
2πV

h3
(2m)3/2 ε1/2 , (IV.1.2)

sofern die Spinentartung nicht durch ein äußeres Magnetfeld aufgehoben wird. In der
üblichen Kontinuumsnäherung erhält man also zunächst

pV

kBT
= γ

2πV

h3
(2m)3/2

∫ ∞

0

dε ε1/2 ln
(
1 + ze−βε

)
; (IV.1.3)

daraus folgt durch Übergang auf die dimensionslose Variable βε = x und partielle Inte-
gration die Beziehung

p

kBT
= γ

2π

h3
(2mkBT )3/2

∫ ∞

0

dxx1/2 ln
(
1 + ze−x

)

=
2γ√
π

(
2πmkBT

h2

)3/2
[

2

3
x3/2 ln

(
1 + ze−x

)∣∣∣∣
∞

0

+

∫ ∞

0

dx
2
3
x3/2ze−x

1 + ze−x

]

=
γ

λ3

4

3
√
π

∫ ∞

0

dx
x3/2

z−1ex + 1
. (IV.1.4)

Ähnlich wie im Falle der Bose–Einstein-Statistik ist das hier auftauchende Fermi–Dirac-
Integral ein Vertreter einer wichtigen Funktionenklasse:

• Es sei

fn(z) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

dx
xn−1

z−1ex + 1
(IV.1.5)

die Fermi-Funktion zum Index n. Für diese findet man sofort die Reihendarstellung

fn(z) =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

dx
xn−1ze−x

1 + ze−x

= − 1

Γ(n)

∫ ∞

0

dxxn−1

∞∑

ℓ=1

(
−ze−x

)ℓ

= −
∞∑

ℓ=1

(−z)ℓ

ℓn

= z − z2

2n
+
z3

3n
∓ . . . , (IV.1.6)
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die sich formal von der analogen Entwicklung (III.1.12) der Bose-Funktionen nur
um das alternierende Vorzeichen unterscheidet.1 Dadurch ändert sich auch das Kon-
vergenzverhalten: Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert die Reihe (IV.1.6) für
alle z ≥ 0, wenn der Index n positiv ist. �

Mit dieser Definition (IV.1.5) erhält das Resultat der Umformungen (IV.1.4) die kom-
pakte Form

p

kBT
=

γ

λ3
f5/2(z) ; (IV.1.7)

ebenso liefert die zweite der beiden Gln. (IV.1.1) den Ausdruck

N

V
= γ

(
2πmkBT

h2

)3/2
1
√

π
2

∫ ∞

0

dx
x1/2

z−1ex + 1

=
γ

λ3
f3/2(z) . (IV.1.8)

Mit Hilfe dieser beiden Grundgleichungen (IV.1.7) und (IV.1.8) für das freie, ideale Fermi-
Gas im großkanonischen Ensemble kann dessen Thermodynamik nun in enger Analogie
zu der des Bose-Gases entwickelt werden. Aus der ersten Gleichung erhält man die Innere
Energie:

U = −
(
∂ lnZ
∂β

)

z,V

= kBT
2 ∂

∂T

(
pV

kBT

)

z,V

= kBT
2 γV f5/2(z)

∂

∂T

1

λ3

=
3

2
kBT

γV

λ3
f5/2(z)

=
3

2
NkBT

f5/2(z)

f3/2(z)
. (IV.1.9)

Man beachte, dass aus der vorletzten Gleichung dieser Umformung wieder die von der
Statistik unabhängige Beziehung U = 3pV/2 folgt, in die lediglich die Raumdimension 3
und der Exponent 2 der Dispersionsrelation eingehen. Da weiterhin fn(z) ≈ z für z ≪ 1,
erhält man für kleine Fugazitäten sofort den klassischen Ausdruck für die Energie zurück.
Um aus dieser Gl. (IV.1.9) die spezifische Wärmekapazität des idealen, freien Fermi-Gases
zu erhalten, benötigt man wie im Bose-Fall die partielle Ableitung der Fugazität nach der
Temperatur. Dazu nutzt man die Kettenregel in der Form

(
∂f3/2(z)

∂T

)

N,V

=
df3/2(z)

dz

(
∂z

∂T

)

N,V

(IV.1.10)

1Daher lässt sich fn(z) sofort auf den Polylogarithmus zurückführen: fn(z) = −gn(−z) = −Lin(−z).
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und beachtet

d

dz
fn(z) = − d

dz

∞∑

ℓ=1

(−z)ℓ

ℓn

=
∞∑

ℓ=1

(−z)ℓ−1

ℓn−1

=
fn−1(z)

z
, (IV.1.11)

insbesondere also

df3/2(z)

dz
=

1

z
f1/2(z) . (IV.1.12)

Weiterhin gilt nach der zweiten Grundgleichung (IV.1.8)

(
∂f3/2(z)

∂T

)

N,V

=

(
∂

∂T

Nλ3

γV

)

N,V

= − 3

2T
f3/2(z) . (IV.1.13)

Daraus folgt zunächst die gesuchte Ableitung der Fugazität,

(
∂z

∂T

)

N,V

=

(
∂f3/2(z)

∂T

)

N,V

df3/2(z)

dz

= − 3z

2T

f3/2(z)

f1/2(z)
, (IV.1.14)

und weiterhin die spezifische Wärmekapazität:

CV

NkB
=

∂

∂T

(
3

2
T
f5/2(z)

f3/2(z)

)

N,V

=
3

2

f5/2(z)

f3/2(z)
+

3T

2

1

z

(
− 3z

2T

f3/2(z)

f1/2(z)

)
+

3T

2

f5/2(z)(−1)
[
f3/2(z)

]2
f1/2(z)

z

(
− 3z

2T

f3/2(z)

f1/2(z)

)

=
15

4

f5/2(z)

f3/2(z)
− 9

4

f3/2(z)

f1/2(z)
. (IV.1.15)

Dieser Ausdruck entspricht genau dem Resultat (III.1.66) für das ideale Bose-Gas; es
wurden lediglich die Bose- durch die Fermi-Funktionen ausgetauscht. Im Unterschied zum
Bose-Fall bleibt die spezifische Wärmekapazität hier im gesamten Bereich 0 < z < ∞
”
glatt“, da für Fermionen kein Analogon der Bose–Einstein-Kondensation auftritt.

Aus der thermodynamischen Identität U = TS − pV + µN erhält man die Freie Energie

F = µN − pV

= NkBT

(
ln z − f5/2(z)

f3/2(z)

)
(IV.1.16)
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und daraus dann die Entropie

S =
U − F

T

=
3

2
NkB

f5/2(z)

f3/2(z)
−NkB

(
ln z − f5/2(z)

f3/2(z)

)

= NkB

(
5

2

f5/2(z)

f3/2(z)
− ln z

)
. (IV.1.17)

Allerdings sind diese formalen Ausdrücke nur wenig hilfreich, solange die Temperatur-
abhängigkeit der Fugazität nicht explizit bekannt ist. Diese erhält man durch Auflösen
der zweiten Grundgleichung

N

V
=

γ

λ3
f3/2(z) (IV.1.18)

nach z ; Einsetzen des Resultates in die erste Grundgleichung

p

kBT
=

γ

λ3
f5/2(z) (IV.1.19)

liefert dann die Zustandsgleichung des idealen, freien Fermi-Gases. Im klassischen Grenz-
fall sehr kleiner Dichten und/oder sehr hoher Temperaturen ist dieses Programm einfach
durchzuführen: Dann ist

f3/2(z) =
nh3

γ(2πmkBT )3/2
≪ 1 , (IV.1.20)

also auch z ≪ 1 und daher fn(z) ≈ z für alle n. In diesem Grenzfall reduzieren sich die
oben gewonnenen Beziehungen für das Fermi-Gas sofort auf die klassischen:

pV

NkBT
= 1

U =
3

2
NkBT

CV =
3

2
NkB

F = NkBT

(
ln

(
nλ3

γ

)
− 1

)

S = NkB

(
5

2
− ln

(
nλ3

γ

))
. (IV.1.21)

Um nun die bei zwar hohen, aber endlichen Temperaturen bzw. bei kleinen, aber end-
lichen Dichten auftretenden

”
Quantenkorrekturen“ zu beschreiben, wird ebenso wie in

Abschnitt III.1 eine Virialentwicklung durchgeführt. Deren erster Schritt besteht in der
Inversion der Potenzreihe

N

V
=

γ

λ3
f3/2(z)

=
γ

λ3

(
z − z2

23/2
+

z3

33/2
− z4

43/2
± . . .

)
, (IV.1.22)
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was mit v = V/N in erster Ordnung auf

z(1) =
λ3

γv
≡ q (IV.1.23)

führt; der Parameter q ist nach Voraussetzung endlich, aber klein. Die weiteren Schritte
verlaufen parallel zu denen für das Bose-Gas, wobei jedoch genau auf die Vorzeichen zu
achten ist: In zweiter Ordnung folgt

z(2) = q +
1

23/2
z(1)2

= q +
1

23/2
q2 ; (IV.1.24)

in dritter Ordnung dann

z(3) = q +
1

23/2
z(2)2 − 1

33/2
z(2)3

= q +
1

23/2

[
q2 +

1

21/2
q3

]
− 1

33/2
q3 + O(q4)

= q +
1

23/2
q2 +

(
1

4
− 1

33/2

)
q3 + O(q4) (IV.1.25)

und schließlich in vierter

z(4) = q +
1

23/2
z(3)2 − 1

33/2
z(3)3 +

1

43/2
z(3)4 (IV.1.26)

= q +
1

23/2

[
q2 +

1

21/2
q3 +

(
1

2
− 2

33/2

)
q4 +

1

23
q4

]

− 1

33/2

[
q3 +

3

23/2
q4

]

+
1

43/2
q4 + O(q5)

= q +
1

23/2
q2 +

(
1

4
− 1

33/2

)
q3

+

(
1

25/2
− 1

21/233/2
+

1

29/2
− 1

31/223/2
+

1

43/2

)
q4 + O(q5) .

Damit ist das Hochtemperaturverhalten der Fugazität bekannt. Einsetzen dieser Entwick-
lung in die erste Grundgleichung

p

kBT
=

γ

λ3

(
z − z2

25/2
+

z3

35/2
− z4

45/2
± . . .

)
(IV.1.27)
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liefert nach Multiplikation mit v = V/N die ersten Terme der gesuchten Virialentwicklung:

pV

NkBT
=

1

q

[
q +

1

23/2
q2 +

(
1

4
− 1

33/2

)
q3 (IV.1.28)

+

(
1

25/2
− 1

21/233/2
+

1

29/2
− 1

31/223/2
+

1

43/2

)
q4

− 1

25/2

(
q2 +

1

21/2
q3 +

1

23
q4 +

(
1

2
− 2

33/2

)
q4

)

+
1

35/2

(
q3 +

3

23/2
q4

)

− 1

45/2
q4 + O(q5)

]

= 1 +

(
1

23/2
− 1

25/2

)
q +

(
1

4
− 1

33/2
− 1

23
+

1

35/2

)
q2

+

(
1

4
√

2
− 1

3
√

6
+

1

16
√

2
− 1

2
√

6
+

1

8

− 1

8
√

2
+

1

6
√

6
− 1

32
√

2

+
1

6
√

6
− 1

32

)
q3 + O(q4) .

Der Vergleich mit der in Abschnitt III.1 durchgeführten Virialentwicklung für das ideale
Bose-Gas zeigt, dass die Beträge der auftretenden Virialkoeffizienten in beiden Fällen
gleich sind, dass allerdings für Fermionen deren Vorzeichen alternieren. Für das ideale,
freie Fermi-Gas gilt daher

pV

NkBT
=

∞∑

ℓ=1

(−1)ℓ−1aℓ

(
λ3

γv

)ℓ−1

, (IV.1.29)

wobei die Koeffizienten aℓ genau mit denen der Entwicklung (III.1.27) für das ideale
Bose-Gas übereinstimmen:

a1 = 1

a2 = − 1

4
√

2
≈ −0.176777

a3 = −
(

2

9
√

3
− 1

8

)
≈ −0.003300

a4 = −
(

3

32
+

5

32
√

2
− 1

2
√

6

)
≈ −0.000111 . (IV.1.30)

Die
”
führende Quantenkorrektur“ in dieser Entwicklung (IV.1.29), die durch den Koef-

fizienten −a2 beschrieben wird, hat nun, im Unterschied zur Bose-Statistik, ein positives
Vorzeichen; der Druck in einem idealen Fermi-Gas liegt also bei hohen, aber endlichen
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Temperaturen über dem eines Maxwell–Boltzmann-Gases. Auch diese Beobachtung ist
in Anbetracht des statistischen Wechselwirkungspotentials (II.5.35) sofort plausibel: Die
durch die Fermi-Antisymmetrie der Vielteilchen-Wellenfunktion bedingte effektive Absto-
ßung der Teilchen entspricht einer Druckerhöhung.

Für das Hochtemperaturverhalten der spezifischen Wärmekapazität folgt nun die Ent-
wicklung

CV

NkB
=

1

NkB

(
∂U

∂T

)

N,V

(IV.1.31)

=
3

2

(
∂

∂T

pV

NkB

)

N,V

=
3

2

∂

∂T

∞∑

ℓ=1

(−1)ℓ−1aℓT

(
λ3

γv

)ℓ−1

=
3

2

∞∑

ℓ=1

(−1)ℓ−1 5 − 3ℓ

2
aℓ

(
λ3

γv

)ℓ−1

=
3

2

[
1 − 0.088388

λ3

γv
+ 0.006600

(
λ3

γv

)2

− 0.000390

(
λ3

γv

)3

± . . .

]
,

so dass für ein Fermi-Gas bei hinreichend hohen Temperaturen oder kleinen Dichten der
klassische Grenzwert der Wärmekapazität von unten erreicht wird.

IV.1.2 Das ideale Fermi-Gas bei T = 0

Wenn jedoch λ3/(γv) ≫ 1, wenn also die Temperatur des Gases sehr gering und/oder
seine Dichte sehr hoch und das Gas daher stark entartet ist, ist eine Entwicklung der
thermodynamischen Größen nach diesem Parameter sinnlos. Es ist zum Verständnis der
Physik des stark entarteten Fermi-Gases sehr hilfreich, zunächst den Grenzfall T → 0 zu
betrachten. In diesem Fall reduziert sich die fermionische Besetzungszahlfunktion auf eine
Stufenfunktion:

〈nε〉 =
1

e(ε−µ)/(kBT ) + 1

T→0−→
{

1 für ε < µ0

0 für ε > µ0
, (IV.1.32)

wobei µ0 ≡ µ(T = 0) das chemische Potential des Gases bei T = 0 angibt. Damit sind
für T → 0 alle Einteilchen-Niveaus unterhalb von µ0 besetzt, alle Niveaus oberhalb davon
unbesetzt. Der Parameter µ0 ist daher eine entscheidende Kenngröße eines Fermi-Gases;
er wird meist als Fermi-Energie εF bezeichnet, µ0 ≡ εF. Der zugehörige Fermi-Impuls pF,
definiert durch

p2
F

2m
= εF , (IV.1.33)

lässt sich mit Hilfe der impulsabhängigen Zustandsdichte eines freien Fermi-Gases, also
g(p) = γV 4πp2/h3, sofort angeben: Da bei T = 0 alle Niveaus bis zum Fermi-Niveau
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gefüllt sind, hat man
∫ pF

0

dp g(p) = N , (IV.1.34)

also

γV

h3

∫ pF

0

dp 4πp2 =
γV

h3

4πp3
F

3
= N ; (IV.1.35)

daraus folgt

pF = h

(
3N

4πγV

)1/3

. (IV.1.36)

Daher ist die Fermi-Energie proportional zu n2/3 :

εF =
h2

2m

(
3N

4πγV

)2/3

=
~

2

2m

(
6π2n

γ

)2/3

. (IV.1.37)

Da also aufgrund des Pauli-Verbotes viele Zustände oberhalb des Einteilchen-Grund-
zustandes besetzt sein müssen, trägt das Gas selbst bei T = 0 eine erhebliche Energie.
Diese Grundzustandsenergie des Gases erhält man sofort durch Aufintegration der Ener-
gien der besetzten Zustände:

E0 =
4πγV

h3

∫ pF

0

dp p2 p
2

2m

=
2πγV

5mh3
p5

F

=

(
γV

h3

4πp3
F

3

)
3p2

F

5 · 2m ; (IV.1.38)

daraus folgt mit Gl. (IV.1.35) weiter

E0

N
=

3

5

p2
F

2m
=

3

5
εF . (IV.1.39)

Die Grundzustandsenergie pro Teilchen eines freien, idealen Fermi-Gases berägt daher
drei Fünftel der Fermi-Energie.

Da nun die besetzten Zustände oberhalb des Einteilchen-Grundzustandes einen nicht-
verschwindenden Impuls besitzen, übt das Gas selbst bei T = 0 einen Druck aus. Dieser
Nullpunktsdruck des idealen Fermi-Gases ergibt sich mit Hilfe von Gl. (IV.1.37) zu

p0 =
2

3

E0

V

=
2

5
εF
N

V

=
2

5

~
2

2m

(
6π2

γ

)2/3

n5/3 , (IV.1.40)

ist also proportional zu n5/3.
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IV.1.3 Die Sommerfeld-Entwicklung

Es stellt sich nun die Aufgabe, die Thermodynamik des idealen Fermi-Gases bei kleinen,
aber endlichen Temperaturen zu untersuchen. Dabei bedeutet

”
klein“ wie üblich

”
klein

im Vergleich zu der natürlichen Referenztemperatur des Systems“, hier also im Vergleich
zur Fermi-Temperatur TF = εF/kB. In diesem Fall besitzt die Besetzungszahlfunktion

〈nε〉 =
1

e(ε−µ)/(kBT ) + 1
(IV.1.41)

keine scharfe
”
Fermi-Kante“ mehr, sondern ist in einem Bereich von der Größenordnung

(ε − µ)/(kBT ) = O(1) abgerundet, wie in Abbildung IV.1 dargestellt; in einem Ener-
giebereich der Größenordnung O(kBT ) um das chemische Potential herum findet man
nun

”
Löcher“ und angeregte Teilchen (den

”
Nebel über dem Fermi-See“). Es sind also

nicht alle vorhandenen Teilchen thermisch aktiv, sondern nur ein Bruchteil der Ordnung
O(kBT/εF). Da jedes dieser Teilchen eine Energie der Größe O(kBT ) trägt, besitzt ein
ideales Fermi-Gas für T ≪ TF eine Anregungsenergie von der Ordnung

Uex = O
(
NkBT

kBT

εF

)
; (IV.1.42)

daraus ergibt sich eine in T lineare spezifische Wärmekapazität der Ordnung

CV = O
(
NkB

kBT

εF

)
. (IV.1.43)

• Ein stark entartetes Fermi-Gas, auf das diese Überlegungen zutreffen, ist das
”
Elek-

tronengas“ in einem Metall. Typische Fermi-Temperaturen für Metalle liegen im
Bereich von einigen 10 000 K, so dass die Bedingung T ≪ TF selbst bei Zimmertem-
peratur gut erfüllt wird. (Auch hierzu einige typische Beispiele: TF = 3.77 · 104 K
für Natrium, 8.16 · 104 K für Kupfer, 6.38 · 104 K für Silber und 13.6 · 104 K für
Aluminium.) �

Um den obigen Abschätzungen eine präzise Form zu geben, wird eine genaue mathe-
matische Beschreibung des

”
Aufweichens der Fermi-Kante“ für im Vergleich zur Fermi-

Temperatur tiefe Temperaturen benötigt. Diese Beschreibung wird durch die Sommerfeld-
Entwicklung der Fermi-Funktionen geliefert. Dazu sei nun

ξ = ln z =
µ

kBT
; (IV.1.44)

nach Voraussetzung ist ξ ≫ 1. Weiterhin sei

Fn(ξ) = Γ(n) fn(eξ) =

∫ ∞

0

dx
xn−1

ex−ξ + 1
. (IV.1.45)

Der Nenner des Integranden hat die bekannte Stufenform,

1

ex−ξ + 1
≈
{

1 für x≪ ξ
0 für x≫ ξ

. (IV.1.46)
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Abbildung IV.1: Während die fermionische Besetzungszahlfunktion bei der Temperatur
T = 0 eine scharfe Stufe bei der Fermi-Energie εF besitzt, wird diese

”
Kante“ bei höher-

en Temperaturen
”
aufgeweicht“. Sofern die Temperatur klein im Vergleich zur Fermi-

Temperatur εF/kB bleibt, besitzt der
”
Aufweichungsbereich“ die Größenordnung O(kBT ).

Das bedeutet, dass bei kleinen Temperaturen nur ein Bruchteil aller Teilchen der Größen-
ordnung O(kBT/εF) thermisch angeregt wird.

In niedrigster Näherung, entsprechend der scharfen Kante im Grenzfall T = 0, hat man
daher einfach

Fn(ξ) ≈
∫ ξ

0

dxxn−1 =
ξn

n
. (IV.1.47)

Um diesen dominanten Beitrag aus dem Integral (IV.1.45) abtrennen und dann den klei-
nen

”
Rest“ einfach entwickeln zu können, schreibe

Fn(ξ) =

∫ ξ

0

xn−1dx

ex−ξ + 1
+

∫ ∞

ξ

xn−1dx

ex−ξ + 1
; (IV.1.48)

der Beitrag (IV.1.47) stammt dann nur aus dem ersten Summanden. Um ihn zu isolieren,
benutzt man für diesen ersten Summanden die Umformung

1

ex−ξ + 1
=

ex−ξ + 1 − ex−ξ

ex−ξ + 1

= 1 − 1

1 + e−x+ξ
(IV.1.49)

und erhält dann

Fn(ξ) =

∫ ξ

0

xn−1

[
1 − 1

eξ−x + 1

]
dx+

∫ ∞

ξ

xn−1 1

ex−ξ + 1
dx

=
ξn

n
+

∫ 0

ξ

dy
(ξ − y)n−1

ey + 1
+

∫ ∞

0

dy
(ξ + y)n−1

ey + 1
. (IV.1.50)
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Bis hierher waren alle Schritte exakt. Nun wird die Voraussetzung ξ ≫ 1 ausgenutzt:
Sie erlaubt es, die untere Grenze des ersten Integrals bei Tolerierung eines nur exponen-
tiell kleinen Fehlers nach +∞ zu verschieben, da ja der Integrand für große Argumente
exponentiell klein wird. Mit dieser Näherung folgt

Fn(ξ) =
ξn

n
+

∫ ∞

0

dy
(ξ + y)n−1 − (ξ − y)n−1

ey + 1
+ O(e−ξ) . (IV.1.51)

Benutzt man nun den verallgemeinerten Binomialsatz in der Form

(ξ ± y)n−1 =

∞∑

j=0

(
n− 1

j

)
ξn−1−j (±y)j , (IV.1.52)

wobei der Exponent n− 1 nicht unbedingt positiv und ganzzahlig sein muss (ist das der
Fall, bricht die Reihe ab), folgt daraus für ξ ≫ 1 sofort

Fn(ξ) ≈ ξn

n
+ 2

∑

j=1,3,5,...

(
n− 1

j

)
ξn−1−j

∫ ∞

0

dy
yj

ey + 1
. (IV.1.53)

Das hier auftauchende Integral lässt sich auf die Gamma- und die Riemannsche Zeta-
Funktion zurückführen:

• Es sei j > 0. Dann gilt

∫ ∞

0

dy
yj

ey + 1
=

∫ ∞

0

dy yje−y

∞∑

k=0

(
−e−y

)k

=

∞∑

k=1

(−1)k−1

∫ ∞

0

dy yje−ky

=
∞∑

k=1

(−1)k−1

kj+1
Γ(j + 1)

= Γ(j + 1)

[
1 − 1

2j+1
+

1

3j+1
− 1

4j+1
± . . .

]

= Γ(j + 1)

[
ζ(j + 1) − 2

(
1

2j+1
+

1

4j+1
+ . . .

)]

= Γ(j + 1) ζ(j + 1)

(
1 − 1

2j

)
, (IV.1.54)

wobei die Reihendarstellung (III.1.14) der Zeta-Funktion benutzt wurde. �
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Beachtet man nun fn(eξ) = Fn(ξ)/Γ(n), ergibt sich damit aus der Gl. (IV.1.53) die
Darstellung

fn(eξ) =
ξn

Γ(n+ 1)
(IV.1.55)

+
2

Γ(n)

∑

j=1,3,5,...

(n− 1)(n− 2) . . . (n− j)
ξn−1−j

j!
Γ(j + 1) ζ(j + 1)

(
1 − 1

2j

)

=
ξn

Γ(n+ 1)

[
1 +

∑

j=2,4,6,...

2n(n− 1) . . . (n + 1 − j)

(
1 − 1

2j−1

)
ζ(j)

ξj

]
.

Unter Verwendung von ζ(2) = π2/6 und ζ(4) = π4/90 folgen daraus schließlich die ersten
Terme der gesuchten Tieftemperaturentwicklung in der Form

fn(eξ) =
ξn

Γ(n+ 1)

[
1 + n(n− 1)

π2

6

1

ξ2
+ n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

7π4

360

1

ξ4
+ . . .

]
.

(IV.1.56)

Mit eξ = z erhält man daraus insbesondere für n = 5/2, 3/2 und 1/2 die oft benötigten
Ausdrücke

f5/2(z) =
(ln z)5/2

5
2
· 3

2
· 1

2

√
π

[
1 +

5

2
· 3

2
· π

2

6
(ln z)−2 + . . .

]

=
8

15
√
π

(ln z)5/2

[
1 +

5π2

8
(ln z)−2 + . . .

]
,

f3/2(z) =
(ln z)3/2

3
√
π/4

[
1 +

3

2
· 1

2
· π

2

6
(ln z)−2 + . . .

]

=
4

3
√
π

(ln z)3/2

[
1 +

π2

8
(ln z)−2 + . . .

]
,

f1/2(z) =
2√
π

(ln z)1/2

[
1 − π2

24
(ln z)−2 + . . .

]
. (IV.1.57)

Diese Entwicklungen liefern den Schlüssel zur Diskussion der Thermodynamik des idealen
Fermi-Gases bei tiefen Temperaturen, also für T ≪ TF. Zunächst ergibt sich für die
Teilchendichte der Ausdruck

N

V
=

γ

λ3
f3/2(z)

=
γ(2πmkBT )3/2

h3

4

3
√
π

(ln z)3/2

[
1 +

π2

8
(ln z)−2 + . . .

]

=
4πγ

3

(
2m

h2

)3/2

(kBT ln z)3/2

[
1 +

π2

8
(ln z)−2 + . . .

]
. (IV.1.58)
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Vernachlässigt man hier den kleinen Term der Ordnung O
(
(ln z)−2

)
, folgt daraus durch

Umstellung

kBT ln z = µ =
h2

2m

(
3

4πγ

N

V

)2/3

= εF , (IV.1.59)

wobei im letzten Schritt die schon bekannte Gl. (IV.1.37) für die Fermi-Energie be-
nutzt wurde. Dieses Ergebnis entspricht genau der Erwartung, da ja die Entwicklun-
gen (IV.1.57) so konzipiert wurden, dass die Beschränkung auf den dominanten Term
auf den Grenzfall T = 0 zurückführt. Behält man jedoch in Gl. (IV.1.58) den führenden
Korrekturterm für endliche Temperaturen bei, ergibt die Auflösung nach kBT ln z = µ
dagegen

µ ≈ εF

[
1 +

π2

8

(
µ

kBT

)−2
]−2/3

≈ εF

[
1 − π2

12

(
kBT

εF

)2
]
. (IV.1.60)

Hier wurde im zweiten Schritt ausgenuzt, dass das chemische Potential µ bis auf Terme
der Ordnung O

(
(kBT/εF)2

)
mit der Fermi-Energie εF übereinstimmt, der Fehler bei der

Ersetzung von µ durch εF also von höherer Ordnung ist. Die wichtige Tatsache, dass das
chemische Potential des Fermi-Gases bei endlichen Temperaturen unter die Fermi-Energie
absinkt, wird verständlich, wenn man das Aufweichen der Fermi-Kante

”
nach unten hin“

vor Augen hat: Es kostet daher mit zunehmender Temperatur weniger Energie, dem
System ein Teilchen hinzuzufügen.

Für die Innere Energie erhält man mit Hilfe der Entwicklungen (IV.1.57) die Beziehung

U =
3

2
NkBT

f5/2(z)

f3/2(z)

≈ 3

2
NkBT

8

15
√
π

3
√
π

4
ln z

1 + 5π2

8
(ln z)−2

1 + π2

8
(ln z)−2

≈ 3

2

2

5
NkBT ln z

(
1 +

5π2

8
(ln z)−2

)(
1 − π2

8
(ln z)−2

)

≈ 3

5
NkBT ln z

(
1 +

π2

2
(ln z)−2

)
. (IV.1.61)

Da weiterhin nach Gl. (IV.1.60)

ln z ≈ εF

kBT

[
1 − π2

12

(
kBT

εF

)2
]
, (IV.1.62)
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findet man schließlich die Tieftemperatur-Näherung

U

N
≈ 3

5
εF

[
1 − π2

12

(
kBT

εF

)2
]
·
[
1 +

π2

2

(
kBT

εF

)2
]

≈ 3

5
εF

[
1 +

5π2

12

(
kBT

εF

)2
]
. (IV.1.63)

Daraus erhält man sofort die spezifische Wärmekapazität des idealen Fermi-Gases:
(
∂U

∂T

)

V

≈ π2

4
NεF · 2

(
kBT

εF

)
kB

εF

=
π2

2
NkB

kBT

εF

für T ≪ TF . (IV.1.64)

Offenbar entsprechen diese beiden Resultate (IV.1.63) und (IV.1.64) genau den vor-
herigen Abschätzungen (IV.1.42) und (IV.1.43), so dass die Sommerfeld-Entwicklung
lediglich den genauen Koeffizienten π2/2 der Wärmekapazität bei tiefen Temperaturen
geliefert hat. Ihre lineare T -Abhängigkeit ist dagegen eine unmittelbare Konsequenz der
schon in Abbildung IV.1 verdeutlichten Tatsache, dass der

”
Aufweichungsbereich“ der

fermionischen Besetzungsfunktion (IV.1.41) proportional mit der Temperatur wächst.

Die Angabe des Tieftemperaturverhaltens weiterer thermodynamischer Größen ist nun
eine reine Formsache: Für den Druck erhält man aus Gl. (IV.1.63) sofort

p =
2

3

U

V

=
2

5
nεF

[
1 +

5π2

12

(
kBT

εF

)2
]

; (IV.1.65)

so dass der Druck erwartungsgemäß mit steigender Temperatur anwächst. Aus der ther-
modynamischen Identität U = TS−pV +µN folgt dann für die Freie Energie der Ausdruck

F

N
= µ− pV

N

≈ εF

[
1 − π2

12

(
kBT

εF

)2
]
− 2

5
εF

[
1 +

5π2

12

(
kBT

εF

)2
]

=
3

5
εF

[
1 − 5π2

12

(
kBT

εF

)2
]
, (IV.1.66)

so dass die Freie Energie mit steigender Temperatur sinkt , da ja ein größerer Anteil der
Energie in thermischen Anregungen gebunden und damit

”
unfrei“ wird. Schließlich ergibt

sich für die Entropie der Zusammenhang

S

NkB
=

U − F

NkBT

≈ π2

2

kBT

εF
, (IV.1.67)
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so dass die Entropie eines freien, idealen Fermi-Gases mit seiner spezifischen Wärmeka-
pazität übereinstimmt, wenn seine Temperatur im Vergleich zur Fermi-Temperatur nur
klein ist.

IV.2 Magnetismus idealer Fermi-Gase

Bei der Untersuchung der magnetischen Eigenschaften eines Fermi-Gases sind zwei grund-
verschiedene Phänomene zu behandeln: Paramagnetismus wird verursacht durch die Ori-
entierung bereits vorhandener magnetischer Momente in einem äußeren Magnetfeld. Ein
solches Feld kann jedoch auch Ringströme hervorrufen, die ihrerseits ein Magnetfeld in-
duzieren, das dem äußeren Feld entgegengerichtet ist; diese Erscheinung wird als Dia-
magnetismus bezeichnet.

IV.2.1 Paramagnetismus

Betrachtet wird nun ein ideales Fermi-Gas aus Spin-1
2
-Teilchen (also mit dem Spin-

Multiplizitätsfaktor γ = 2), die ein intrinsisches magnetisches Moment ~µB besitzen und

sich in einem homogenen Magnetfeld ~B befinden. Die Einteilchen-Energien lauten also

ε =
p2

2m
− ~µB · ~B . (IV.2.1)

Da sich das magnetische Moment der Teilchen nur entweder parallel oder antiparallel zum
Magnetfeld einstellt, kann das Gas als ein Gemisch aus zwei verschiedenen

”
Sorten“ von

Teilchen aufgefasst werden:

(i) Teilchen, deren Moment parallel zum Feld ausgerichtet ist, ~µB ↑↑ ~B, besitzen die
Energien ε = p2/(2m) − µBB.

(ii) Teilchen, deren Moment antiparallel zum Feld ausgerichtet ist, ~µB ↑↓ ~B, besitzen
die Energien ε = p2/(2m) + µBB.

Das
”
Nullniveau“ der kinetischen Energie wird daher für Teilchen der Sorte (i) um −µBB

nach unten, für Teilchen der Sorte (ii) dagegen um +µBB nach oben verschoben.
Bei der Temperatur T = 0 werden alle Niveaus bis zur Fermi-Energie εF gefüllt; Niveaus
darüber bleiben leer. Da die Fermi-Energie für beide Teilchensorten gleich ist, ergibt sich
ein Überschuss von Teilchen der Sorte (i); dieser Überschuss verursacht das makroskopi-
sche magnetische Moment des Gases.
Der Impuls an der Fermi-Kante lautet für Teilchen der Sorte (i) mit

”
parallelem“ Spin

p+
F =

(
2m(εF + µBB)

)1/2
, (IV.2.2)

für Teilchen der Sorte (ii) mit
”
antiparallelem“ Spin dagegen

p−F =
(
2m(εF − µBB)

)1/2
. (IV.2.3)
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Die zugehörigen Teilchenzahlen ergeben sich aus dem Phasenraumvolumen zu

N+ =
4π (p+

F )3 V

3h3
=

4πV

3h3

(
2m(εF + µBB)

)3/2
(IV.2.4)

und

N− =
4π (p−F )3 V

3h3
=

4πV

3h3

(
2m(εF − µBB)

)3/2
; (IV.2.5)

das resultierende magnetische Moment bei T = 0 wird durch ihre Differenz bestimmt:

M = µB

(
N+ −N−)

=
4πV

3h3
µB (2m)3/2

(
(εF + µBB)3/2 − (εF − µBB)3/2

)

≈ 4πV µB (2m)3/2

3h3

3

2
ε
1/2
F 2µBB . (IV.2.6)

Die magnetische Suszeptibilität χ des Gases ist eine Materialgröße, welche die sich als
Reaktion auf ein schwaches äußeres Magnetfeld einstellende Magnetisierung (also das
gesamte magnetische Moment des Gases pro Volumen) beschreibt:

χ = lim
B→0

1

V

∂M

∂B
. (IV.2.7)

Aus der Differenz (IV.2.6) erhält man daher sofort einen Ausdruck für die paramagneti-
sche Suszeptibilität eines idealen Fermi-Gases bei T = 0, nämlich

χpara
0 =

4πµ2
B (2m)3/2 ε

1/2
F

h3
. (IV.2.8)

Da für Teilchen mit γ = 2 die Fermi-Energie nach Gl. (IV.1.37) durch

εF =
h2

2m

(
3n

8π

)2/3

(IV.2.9)

gegeben wird, ist (2m)3/2/h3 = 3n/(8πε
3/2
F ) und damit schließlich

χpara
0 =

3

2

nµ2
B

εF
; (IV.2.10)

die paramagnetische Suszeptibilität nimmt also für T → 0 einen endlichen Wert an.

Um weiterhin die Suszeptibilität auch für kleine, aber endliche Temperaturen, also für
T ≪ TF berechnen zu können, wird die Zustandsdichte g1(ε) für spinpolarisierte freie
Teilchen eingeführt, in welcher der Spinmultiplizitätsfaktor nicht auftaucht:

g1(ε) =
2πV

h3
(2m)3/2

√
ε ; (IV.2.11)
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es gilt also
∫ εF

0

dε g1(ε) =
N

2
. (IV.2.12)

Als Antwort auf ein schwaches Magnetfeld erhält man nun das Moment

M = µB

[∫ ∞

0

g1(ε) dε

eβ(ε−µBB−µ) + 1
−
∫ ∞

0

g1(ε) dε

eβ(ε+µBB−µ) + 1

]

≈ µB

∫ ∞

0

dε
g1(ε+ µBB) − g1(ε− µBB)

eβ(ε−µ) + 1

≈ 2µ2
BB

∫ ∞

0

dε
g′1(ε)

eβ(ε−µ) + 1
. (IV.2.13)

Die Auswertung dieses Integrals muss erneut das
”
Aufweichen“ der Fermi-Kante bei end-

lichen Temperaturen erfassen. Sie geschieht daher wieder mit Hilfe der bereits in Ab-
schnitt IV.1 vorgestellten Sommerfeld-Technik: Im ersten Schritt macht man, ebenso wie
vorher in Gl. (IV.1.50), die exakte Aufspaltung

∫ ∞

0

dε
g′1(ε)

eβ(ε−µ) + 1

=

∫ µ

0

(
1 − 1

eβ(µ−ε) + 1

)
g′1(ε) dε+

∫ ∞

µ

1

eβ(ε−µ) + 1
g′1(ε) dε

= g1(µ) −
∫ 0

βµ

g′1(µ− y/β)

ey + 1

(
−dy

β

)
+

∫ ∞

0

g′1(µ+ y/β)

ey + 1

dy

β
. (IV.2.14)

Im zweiten Schritt wird die Voraussetzung βµ ≫ 1 ausgenutzt, indem die untere Grenze
des ersten Integrals nach +∞ verschoben wird. Damit folgt unter Benutzung des bestimm-
ten Integrals (IV.1.54)

M

2µ2
BB

≈ g1(µ) +

∫ ∞

0

g′1(µ+ y/β)− g′1(µ− y/β)

ey + 1

dy

β

≈ g1(µ) +
2g′′1(µ)

β2

∫ ∞

0

y dy

ey + 1

= g1(µ) + 2 (kBT )2 g′′1(µ) Γ(2) ζ(2)

(
1 − 1

2

)

= g1(µ) +
π2

6
(kBT )2 g′′1(µ) . (IV.2.15)

Setzt man hier das Resultat (IV.1.60) für das chemische Potential bei tiefen Temperaturen
ein, erhält man in quadratischer Näherung in T zunächst den Ausdruck

M = 2µ2
BB

[
g1(εF) − π2

12

(kBT )2

εF
g′1(εF) +

π2

6
(kBT )2g′′1(εF)

]
. (IV.2.16)

Hier wird sehr deutlich, dass die Magnetisierung des Gases durch die genaue Form der
Zustandsdichte in der Umgebung der Fermi-Energie bestimmt wird: Man benötigt nicht
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nur g1(εF), sondern auch die ersten beiden Ableitungen g′1(εF) und g′′1(εF). Nun ist die
Zustandsdichte proportional zu

√
ε, also

g1(ε) = Cε1/2 , (IV.2.17)

wobei der Proportionalitätsfaktor aus der Bedingung

C

∫ εF

0

dε ε1/2 =
2

3
Cε

3/2
F =

N

2
(IV.2.18)

zu

C =
3N

4ε
3/2
F

(IV.2.19)

bestimmt wird. Es gilt daher

g1(εF) =
3N

4εF

; (IV.2.20)

weiterhin erhält man sofort

g′1(εF) =
1

2
Cε

−1/2
F =

3N

8ε2
F

g′′1(εF) = −1

4
Cε

−3/2
F = − 3N

16ε3
F

. (IV.2.21)

Man findet also g
(n)
1 (εF) ∝ ε

−(n+1)
F , wie bereits aus Dimensionsgründen zu erwarten war.

Damit erhält das magnetische Moment des Gases bei tiefen Temperaturen nun die Form

M = µ2
BB

[
3N

2εF

− π2

12

(
kBT

εF

)2
3N

4εF

− π2

6

(
kBT

εF

)2
3N

8εF

]

=
3Nµ2

B

2εF

B

[
1 − π2

12

(
kBT

εF

)2
]
. (IV.2.22)

Da ja, wie bereits aus Gl. (IV.2.10) bekannt,

3nµ2
B

2εF
= χpara

0 ≡ χpara(T = 0) , (IV.2.23)

lautet die paramagnetische Suszeptibilität schließlich

χpara(T ) = χpara
0

[
1 − π2

12

(
kBT

εF

)2
]

für T ≪ TF . (IV.2.24)
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• Die hier gefundene Temperaturabhängigkeit der paramagnetischen Suszeptibilität
eines idealen, fastentarteten Fermi-Gases unterscheidet sich wesentlich von der-
jenigen für ein System nichtwechselwirkender

”
klassischer Spins“: Dafür hat man,

wie bereits aus Abschnitt II.3.1 hervorgeht, die Einteilchen-Zustandssumme

Z1(β) = e−βµBB + e+βµBB

= 2 cosh(βµBB) (IV.2.25)

und das magnetische Moment

M = N
1

β

∂

∂B
lnZ1(β)

= NµB tanh(βµBB) . (IV.2.26)

Bei kleinen Magnetfeldern und/oder hohen Temperaturen, also für βµBB ≪ 1, folgt
daraus

M ≈ Nµ2
B

kBT
B . (IV.2.27)

Das ergibt das bekannte Curie-Gesetz für die Suszeptibilität eines klassischen Spin-
systems:

χpara
∞ ≈ nµ2

B

kBT
. (IV.2.28)

Die Tatsache, dass sich die Resultate (IV.2.10) und (IV.2.24) hiervon um einen
Faktor der Größenordnung O(kBT/εF) unterscheiden, hat den schon bekannten
Grund: Dieser Faktor beschreibt bei im Vergleich zur Fermi-Temperatur kleinen
Temperaturen die relative Größe der

”
Aufweichungszone“ der fermionischen Beset-

zungszahlfunktion, aus der allein sich die thermisch angeregten Teilchen rekrutieren.
Der Paramagnetismus eines typischen Metalls bei Zimmertemperatur ist also um
einen Faktor der Ordnung O(10−2) kleiner als der, den ein Modell

”
klassischer Elek-

tronen“ voraussagt! Die Erklärung dieses experimentell gefundenen Sachverhaltes
durch W. Pauli bildete eine wesentliche Stütze für die Interpretation der Metall-
elektronen als ein fastentartetes Fermi-Gas. �

IV.2.2 Diamagnetismus

Für das Verständnis des Diamagnetismus eines idealen Fermi-Gases ist die Tatsache ent-
scheidend, dass die Bewegung geladener Teilchen in einem homogenen Magnetfeld

”
quan-

tisiert“ ist: Es sei ~B = B~ez ein homogenes, zeitlich konstantes Magnetfeld in z-Richtung.
Dann erfährt ein Teilchen der Ladung e, das sich mit der Geschwindigkeit ~v in diesem
Feld bewegt, die Lorentz-Kraft ~FL = e~v × ~B. In einer Ebene senkrecht zu ~B findet man
also Kreisbahnen; aus dem Kräftegleichgewicht

m
v2

r
= evB (IV.2.29)
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ergibt sich für ihre Winkelgeschwindigkeit die Zyklotronfrequenz

ω =
v

r
=
eB

m
. (IV.2.30)

Da nun die Kreisbewegung als Überlagerung harmonischer Schwingungen aufgefasst wer-
den kann, erwartet man für ein quantenmechanisches Teilchen eine oszillator-artige Quan-
tisierung der Bewegung in der Ebene senkrecht zu ~B, während die Bewegung parallel dazu
frei bleibt, und dementsprechend Einteilchen-Energien

ε = ~
eB

m

(
j +

1

2

)
+

p2
z

2m
(IV.2.31)

mit einer Quantenzahl j = 0, 1, 2, . . . . Um diese naheliegende Erwartung zu bestätigen,
sei ~A(~r) ein zu ~B gehörendes Vektorpotential, so dass ~B = ~∇× ~A. Der Hamiltonoperator
für die Bewegung eines Teilchens mit der Ladung e und der Masse m in diesem Feld
besitzt dann die bekannte Form

H =
1

2m

(
~p− e ~A

)2

. (IV.2.32)

Durch Bildung des Kommutators von H mit dem Ortsoperator ~r lässt sich nun gemäß

~v =
i

~
[H,~r ] (IV.2.33)

ein
”
Geschwindigkeitsoperator“ definieren. Für die x-Komponente dieses Operators erhält

man

vx =
i

~
[H, x ]

=
i

2m~

[
(px − eAx)

2 + (py − eAy)
2 + (pz − eAz)

2 , x
]

=
i

2m~

(
(px − eAx) [px − eAx , x] + [px − eAx , x] (px − eAx)

)

=
1

m
(px − eAx) , (IV.2.34)

was sofort auf den bekannten Zusammenhang

m~v = ~p− e ~A (IV.2.35)

zwischen dem kinetischen und dem kanonischen Impuls führt. Interessant sind nun die
Kommutatorrelationen für die verschiedenen Komponenten dieses Geschwindigkeitsope-
rators: Man hat

[vx, vy] =
1

m2
[ px − eAx , py − eAy ]

= − ~e

im2

(
[∂x, Ay] + [Ax, ∂y]

)

=
ie~

m2

(
∂xAy − ∂yAx

)

=
ie~

m2
Bz , usw. zyklisch . (IV.2.36)
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Im hier betrachteten Fall ist Bz = B und Bx = By = 0. Mit der Beziehung (IV.2.35)
erhält der Hamiltonoperator (IV.2.32) nun die suggestive Form

H =
1

2
m
(
v2

x + v2
y

)
+

1

2
mv2

z , (IV.2.37)

wobei vx und vy nicht kommutieren: [ vy, vx ] = ~eB/(im2). Definiert man also

P =

√
m2

~eB
vy , Q =

√
m2

~eB
vx , (IV.2.38)

so erfüllen diese Operatoren erstens eine ebensolche Vertauschungsregel wie die Impuls-
und Ortsoperatoren des harmonischen Oszillators,

[P,Q ] =
1

i
, (IV.2.39)

und zweitens ist der Hamiltonoperator
”
im wesentlichen“ eine Summe ihrer Quadrate,

besitzt somit ebenfalls Oszillatorform:

H =
~eB

m

1

2

(
P 2 +Q2

)
+

1

2
mv2

z . (IV.2.40)

Daher werden die Energieeigenwerte eines geladenen Teilchens in einem homogenen Ma-
gnetfeld in der Tat durch die Energieniveaus eines harmonischen Oszillators bestimmt,
dessen Oszillatorfrequenz ω durch die Zyklotronfrequenz (IV.2.30) gegeben wird:

ε = ~
eB

m

(
j +

1

2

)
+

p2
z

2m
, j = 0, 1, 2, . . . . (IV.2.41)

Diese Niveaus (IV.2.41) werden als Landau-Niveaus bezeichnet. Im Unterschied zu denen
des einfachen eindimensionalen Oszillators sind sie sehr hoch entartet: Betrachtet man
ein

”
Periodizitätsvolumen“ V = LxLyLz (d.h. einen Quader mit den Kantenlängen Lx,

Ly und Lz, in welchen das Gas eingesperrt ist, wobei periodische Randbedingungen ge-
stellt werden), so müssen offenbar nach Einschalten des Magnetfeldes alle vorher freien
Zustände, deren transversale kinetische Energie in dem Intervall

~
eB

m
j <

1

2m

(
p2

x + p2
y

)
< ~

eB

m
(j + 1) (IV.2.42)

liegt, zum j-ten Landau-Niveau
”
verschmelzen“. Die Anzahl dieser Zustände wird dann

durch das durch h2 dividierte zugehörige Phasenraumvolumen der Transversalbewegung
gegeben, wobei die Impulskomponente in dem durch Gl. (IV.2.42) bestimmten Kreisring
liegen muss:

LxLy

h2

∫
dpx

∫
dpy =

LxLy

h2
π 2m

~eB

m

(
(j + 1) − j

)

= LxLy
eB

h
. (IV.2.43)
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Damit kann nun die großkanonische Zustandssumme für ein ideales Fermi-Gas in einem
homogenen Magnetfeld in einer Form angegeben werden, die der Landau-Quantisierung
Rechnung trägt:

lnZ =
∑

ε

ln
(
1 + ze−βε

)
(IV.2.44)

= γ

∫ ∞

−∞

Lz dpz

h

∞∑

j=0

LxLy
eB

h
ln

(
1 + z exp

[
−β
(
e~B

m
(j + 1/2) +

p2
z

2m

)])
,

wobei γ wieder den Spinmultiplizitätsfaktor bezeichnet. Man beachte jedoch, dass der
Spinfreiheitsgrad für den Diamagnetismus keine Rolle spielt!

Die durch diese Zustandssumme (IV.2.44) beschriebene Thermodynamik ist sehr reich-
haltig. Zunächst soll der klassische Grenzfall hoher Temperaturen, also kleiner Fugazitäten
untersucht werden: Dann ist z ≪ 1 und das System wird

”
Boltzmannsch“, also

lnZ ≈ γ
V eB

h2
z

∫ ∞

−∞
dpz exp

(
−β p

2
z

2m

) ∞∑

j=0

exp

(
−βe~B

m
(j + 1/2)

)

= γ
V eB

h2
z

(
2mπ

β

)1/2

exp

(
−βe~B

2m

)
1

1 − exp(−βe~B/m))

= γ
V eB

h2
z

(
2mπ

β

)1/2 [
2 sinh

(
β
e~B

2m

)]−1

. (IV.2.45)

Zur Vereinfachung der Notation sei weiter

β
e~

2m
B = βµB ≡ x , (IV.2.46)

wobei hier das magnetische Moment µ = e~/(2m) eingeführt wurde. Da die Bewegung
der geladenen Teilchen betrachet wird, ist der in dieses Moment eingehende Massen-
parameter m in Falle eines Elektronengases in einem Metall oder Halbleiter die effektive
Elektronenmasse, so dass µ dann nicht mit dem Bohrschen Magneton µB übereinstimmt.
Eine einfache Umformung liefert weiterhin

lnZ = γ
zV

λ

eB

h

1

2 sinh x

= γ
zV

λ

2πmkBT

h2

e~B

2mkBT

1

sinh x

= γ
zV

λ3

x

sinh x
, (IV.2.47)

woraus sofort der bekannte Grenzfall des Maxwell–Boltzmann-Gases ohne Magnetfeld
zurückerhalten wird: Für γ = 1 und x → 0 reduziert sich diese Gl. (IV.2.47) auf den
klassischen Ausdruck (II.7.18).
Aus der Hochtemperatur-Näherung (IV.2.47) für die Zustandssumme erhält man zunächst
den großkanonische Erwartungswert der Teilchenzahl,

N =

(
z
∂

∂z
lnZ

)

B,V,T

= γ
zV

λ3

x

sinh x
, (IV.2.48)
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und damit dann den Erwartungswert des magnetischen Momentes in der Form

M =
1

β

(
∂

∂B
lnZ

)

z,V,T

= γ
zV

λ3
µ

(
1

sinh x
− x cosh x

sinh2 x

)

= γ
zV

λ3

x

sinh x
µ

(
1

x
− cothx

)

= −NµL(x) . (IV.2.49)

Die an dieser Stelle auftretende Langevin-Funktion

L(x) = coth x− 1

x
(IV.2.50)

ist auch aus der klassischen Theorie des Paramagnetismus bekannt. (Übungsaufgaben! )
Im hier betrachteten klassischen Hochtemperatur-Fall ist µB ≪ kBT und daher x ≪ 1;
dann ist L(x) ≈ x

3
. Damit ergibt sich für das magnetische Moment der Ausdruck

M ≈ −Nµ µB

3kBT
, (IV.2.51)

wobei das negative Vorzeichen den diamagnetischen Charakter der Magnetisierung an-
zeigt; die diamagnetische Hochtemperatur-Suszeptibilität des Gases lautet also

χdia
∞ = − nµ2

3kBT
. (IV.2.52)

Berücksichtigt man außerdem noch die paramagnetische Suszeptibilität (IV.2.28) für den
Hochtemperatur-Bereich, also

χpara
∞ =

nµ2
B

kBT
,

so erhält man schließlich insgesamt

χ∞ =
n
(
µ2

B − 1
3
µ2
)

kBT
. (IV.2.53)

Abgesehen davon, dass das
”
intrinsische“ magnetische Moment µB nicht unbedingt mit

dem
”
kinetischen“ Moment µ übereinstimmt, unterscheidet sich der Ausdruck für die

diamagnetische Suszeptibilität von dem für die paramagnetische bei hohen Temperaturen
um den Faktor (−1/3); die gesamte Suszeptibilität ist für die hier zur Debatte stehenden
schwachen Magnetfelder einfach die Summe beider Anteile.

Zur Untersuchung des Diamagnetismus bei tiefen Temperaturen, für kBT ≪ εF, wird
zunächst angenommen, dass das äußere Magnetfeld sehr schwach bleibt, so dass wei-
terhin µB ≪ kBT vorausgesetzt werden darf. Unter dieser Voraussetzung kann die im
Ausdruck (IV.2.44) für lnZ auftretende Summe über j näherungsweise mit Hilfe der
Euler–Maclaurin-Formel ausgewertet werden, da die Summanden dann nur langsam va-
riieren.
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• Bei der Berechnung von Zustandssummen in der Statistischen Physik benutzt man
die Euler–Maclaurin-Summenformel häufig in der Form

∞∑

n=0

f(n) =

∫ ∞

0

f(x) dx+
1

2
f(0) − 1

12
f ′(0) +

1

720
f ′′′(0) + . . . , (IV.2.54)

wobei f eine glatte Funktion ist, die im Unendlichen hinreichend schnell verschwin-
det. Offenbar entspricht das Integral auf der rechten Seite der Kontinuumsapproxi-
mation an die Zustandssumme, in der von der Diskretheit der quantenmechanischen
Energieniveaus abgesehen wird; die folgenden Terme beinhalten die auf diese dis-
krete Natur des Spektrums zurückzuführenden Korrekturen.

Bei der Auswertung der Summe in Gl. (IV.2.44) treten jedoch
”
halbzahlige“ Indizes

auf; man hat also hier zunächst

∞∑

n=0

f(n+ 1/2) =

∫ ∞

1/2

f(x) dx+
1

2
f(1/2) − 1

12
f ′(1/2) + . . . . (IV.2.55)

Um nun die Funktionswerte bei x = 1/2 in der gleichen Genauigkeit auf die bei
x = 0 zurückzuführen, betrachtet man die Taylorentwicklungen

∫ 1/2

0

f(x)dx =

∫ 1/2

0

[
f(0) + xf ′(0)

]
dx+ . . .

=
1

2
f(0) +

1

8
f ′(0) + . . .

1

2
f(1/2) =

1

2
f(0) +

1

4
f ′(0) + . . .

1

12
f ′(1/2) =

1

12
f ′(0) + . . . (IV.2.56)

und erhält daraus

∞∑

n=0

f(n+ 1/2) =

∫ ∞

0

f(x) dx− 1

2
f(0) − 1

8
f ′(0)

+
1

2
f(0) +

1

4
f ′(0)

− 1

12
f ′(0) + . . .

=

∫ ∞

0

f(x) dx+
1

24
f ′(0) + . . . , (IV.2.57)

wobei nun der zweite Term auf der rechten Seite die führende Korrektur zur Kon-
tinuumsapproximation beschreibt. �
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Mit dieser Variante (IV.2.57) der Euler–Maclaurin-Formel erhält die behannte Zustands-
summe (IV.2.44) für kleine Temperaturen und sehr schwache Magnetfelder die Gestalt

lnZ = γ
V eB

h2

∫ +∞

−∞
dpz

∞∑

j=0

ln
(
1 + z exp

(
−β[2µB(j + 1/2) + p2

z/2m]
) )

= γ
V eB

h2

∫ +∞

−∞
dpz

[∫ ∞

0

dx ln
(
1 + z exp

(
−β[2µBx+ p2

z/2m]
) )

+
1

24

z exp(−βp2
z/2m)

1 + z exp(−βp2
z/2m)

(−2βµB)

]
. (IV.2.58)

Im ersten dieser beiden Beiträge zu lnZ setze 2µBx + p2
z/2m = ε und überführe das

Doppelintegral über pz und x in eines über (zuerst) x und dann ε. Dabei transformiert
sich das Flächenelement gemäß

dpz dx =

∣∣∣∣
∂(pz , x)

∂(ε, x)

∣∣∣∣ dε dx

=
1

2

√
2m

ε− 2µBx
dε dx ; (IV.2.59)

bei festem ε variiert x von 0 bis ε/(2µB). Es folgt

∫ +∞

−∞
dpz

∫ ∞

0

dx ln
(
1 + ze−βε

)
= 2

∫ ∞

0

dpz

∫ ∞

0

dx ln
(
1 + ze−βε

)

=

∫ ∞

0

dε

∫ ε/(2µB)

0

dx

√
2m

ε− 2µBx
ln
(
1 + ze−βε

)

=
√

2m

∫ ∞

0

dε
(ε− 2µBx)1/2

−µB

∣∣∣∣
ε/(2µB)

0

ln
(
1 + ze−βε

)

=

√
2m

µB

∫ ∞

0

dε ε1/2 ln
(
1 + ze−βε

)
. (IV.2.60)

Da µ = e~/(2m), erhält man nach Gl. (IV.2.58) den ersten Beitrag zu lnZ in der Form

γ
V eB

h2

√
2m

µB

∫ ∞

0

dε ε1/2 ln
(
1 + ze−βε

)
= γ

2πV (2m)3/2

h3

∫ ∞

0

dε ε1/2 ln
(
1 + ze−βε

)

=
γV

λ3
f5/2(z) , (IV.2.61)

wobei an dieser Stelle wieder genau die bereits in Gl. (IV.1.4) durchgeführten Umfor-
mungen anfallen. In diesen Teil von lnZ geht das Magnetfeld also nur implizit über den
Wert der an das Magnetfeld anzupassenden Fugazität z, nicht aber explizit ein, so dass von
ihm kein Beitrag zur Magnetisierung kommen kann. Das ist plausibel: Dieser erste Beitrag
zu lnZ entspricht einer Kontinuumsapproximation, in der die diskreten Landau-Niveaus
nicht mehr sichtbar sind; der Diamagnetismus wird aber gerade durch diese Niveaus ver-
ursacht.
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Der zweite Beitrag zu lnZ erhält mit der Substitution

y = β
p2

z

2m
(IV.2.62)

und dem daraus folgenden Zusammenhang

dy = β
pz

m
dpz

=
β

m

√
2my

β
dpz

=

√
2β

m
y1/2 dpz (IV.2.63)

die Gestalt

γ
V eB

h2

∫ ∞

0

dy

√
m

2β

2 y−1/2

z−1ey + 1

(−2βµB)

24

= −γV eB
h2

√
2mβ

µB

12

∫ ∞

0

dy
y−1/2

z−1ey + 1

= −γ V

12h2

√
2mβ

2m 2π

h
(µB)2

∫ ∞

0

dy
y−1/2

z−1ey + 1

= −γπV (2m)3/2

6h3
β1/2 (µB)2

∫ ∞

0

dy
y−1/2

z−1ey + 1
. (IV.2.64)

Hieraus ergibt sich das diamagnetische Moment des Gases:

M =
1

β

(
∂ lnZ
∂B

)

z,V,T

= −γπV (2m)3/2

3h3 β1/2
µ2B Γ(1/2) f1/2(z) . (IV.2.65)

Für die Fermi-Funktion f1/2(z) erhält man aus Gl. (IV.1.57) den einfachen Ausdruck
Γ(1/2) f1/2(z) ≈ 2 (ln z)1/2 für T → 0; das liefert nun die Magnetisierung in der Form

M

V
= −γ 2π (2m)3/2

3h3
(kBT ln z)1/2 µ2B . (IV.2.66)

Mit kBT ln z ≈ εF und dem aus Gl. (IV.1.37) folgenden Ausdruck

ε
3/2
F =

h3

(2m)3/2

3n

4πγ
(IV.2.67)

vereinfacht sich das zu

M

V
= −1

2

nµ2

εF
B , (IV.2.68)
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so dass auch die diamagnetische Suszptibilität sofort abgelesen werden kann:

χdia
0 = −1

2

nµ2

εF

für T → 0 . (IV.2.69)

Vergleicht man dieses Resultat mit der paramagnetischen Suszeptibilität (IV.2.10),

χpara
0 =

3

2

nµ2
B

εF
,

so findet man wie bereits im Hochtemperaturfall wieder das Verhältnis χdia
0 /χpara

0 =
(−1/3)µ2/µ2

B.

IV.2.3 Magnetisierungsoszillationen in starken Magnetfeldern

Wenn das äußere Magnetfeld so stark wird, dass die magnetische Wechselwirkungsener-
gie µB der Momente µ mindestens vergleichbar ist mit dem Temperaturäquivalent kBT ,
während gleichzeitig die Temperatur des Fermi-Gases noch klein gegenüber der Fermi-
Temperatur bleibt, also für kBT . µB ≪ εF, tritt ein sehr wichtiger Effekt auf: Die Ma-
gnetisierung des Gases, als Funktion von B betrachtet, oszilliert mit großer Amplitude.
Für das Elektronengas in Metallen (für welches die Fermi-Fläche nicht mit der Fermi-
Kugel des freien Gases übereinstimmt) wird dieses Phänomen als de Haas–van Alphen-
Effekt bezeichnet. Die Ursache dieses Effektes ist leicht zu verstehen: Mit µ = e~/(2m)
erhalten die Einteilchen-Energien (IV.2.41) die Form

ε = 2µB

(
j +

1

2

)
+

p2
z

2m
, j = 0, 1, 2, . . . , (IV.2.70)

so dass der Abstand aufeinanderfolgender Landau-Niveaus durch 2µB gegeben wird. Wenn
dieser Abstand mindestens vergleichbar ist mit kBT , befindet sich stets höchstens ein
einziges Landau-Niveau innerhalb der thermodynamisch relevanten

”
Aufweichungszone“

um die Fermi-Kante. Wenn dann ein solches Landau-Niveau ungefähr mit der Fermi-
Energie zusammenfällt, also für

2µB(j + 1/2) ≈ εF , (IV.2.71)

gibt es in der unmittelbaren Umgebung der Fermi-Kante sehr viele besetzbare Zustände,
andernfalls nur sehr wenige. Variiert man nun die Magnetfeldstärke, schieben sich die
Landau-Niveaus nacheinander an der aufgeweichten Kante vorbei, so dass daher die ther-
mischen Eigenschaften des Gases in oszillierender Weise auf diese Variation reagieren. Da
eine Änderung ∆j der Quantenzahl j des Landau-Niveaus an der Fermi-Kante gemäß der
aus Gl. (IV.2.71) folgenden Beziehung

∆j =
εF

2µ
∆

1

B
(IV.2.72)

einer Änderung der inversen Magnetfeldstärke entspricht, entspricht eine Änderung von
1/B um den Betrag

∆
1

B
=

2µ

εF
(IV.2.73)
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einer Änderung der Quantenzahl j um eine Einheit, so dass das j-te Niveau durch sei-
nen Nachbarn ersetzt wird. Man findet daher eine Periodizität der Observablen in 1/B
mit der Periode (IV.2.73). Dieser Mechanismus zeigt sich nicht nur als Oszillation der
Magnetisierung, sondern z.B. auch als Oszillation der Leitfähigkeit; diese Leitfähigkeits-
oszillationen als

”
Antwort“ auf die Änderung eines starken äußeren Magnetfeldes bilden

den Shubnikov–de Haas-Effekt .

Die quantitative Behandlung der Thermodynamik des Elektronengases in Gegenwart eines
starken Magnetfeldes ist allerdings technisch aufwendig. Sie geht wie üblich aus von der
großkanonischen Zustandssumme

lnZ =

∫ ∞

0

dε g(ε) ln
(
1 + ze−βε

)
, (IV.2.74)

wobei aber hier die Zustandsdichte g(ε) nicht durch den Ausdruck (IV.1.2) für freie
Teilchen gegeben wird, sondern den Effekt des Magnetfeldes auf das Einteilchen-Spektrum
beinhalten muss: Das Magnetfeld wird nur über die Zustandsdichte berücksichtigt!
Es soll nun ein Gas aus Spin-1/2-Teilchen in einem homogenen Feld B betrachtet werden,
für die das in das Landau-Spektrum (IV.2.70) eingehende Moment µmit dem intrinsischen
Moment µB übereinstimmt (also kein Gas von Metallelektronen, deren effektive Masse von
der Masse freier Elektronen verschieden ist). Da das Feld als stark vorausgesetzt wird,
kann der diamagnetische Effekt der Bahnbewegung nicht mehr von der paramagnetischen
Spinausrichtung getrennt werden, sondern ist gemeinsam mit dieser zu behandeln. Das
Einteilchen-Spektrum, das beide Effekte berücksichtigt, lautet also nun

ε = 2µBB

(
j +

1

2

)
± µBB +

p2
z

2m

= 2µBB

(
j +

1

2
± 1

2

)
+

p2
z

2m

≡ 2µBB n +
p2

z

2m
, (IV.2.75)

wobei jeder Wert der ganzen Zahl n für n 6= 0 zweifach auftritt, n = 0 dagegen nur einmal.
Die exakte Zustandsdichte g(ε), die zu diesem Spektrum (IV.2.75) gehört, besitzt bei
den Energien der Landau-Niveaus δ-artige Singularitäten. Ihre Stammfunktion G(ε) be-
sitzt folglich bei diesen Energien noch Sprungstellen, aber deren Stammfunktion Ω(ε) ist
stetig und daher mathematisch einfacher zu handhaben. Deswegen wird die Zustands-
summe (IV.2.74) zunächst mit Hilfe von zwei partiellen Integrationen durch diese Funk-
tion Ω(ε) ausgedrückt, wobei G(0) = 0 und Ω(0) = 0 vorausgesetzt wird:

lnZ = −
∫ ∞

0

dεG(ε)
ze−βε(−β)

1 + ze−βε

= β

∫ ∞

0

dεG(ε)
1

z−1eβε + 1

= −β
∫ ∞

0

dεΩ(ε)
∂

∂ε

[
1

z−1eβε + 1

]
. (IV.2.76)
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• Die Zustandsdichte g(ε) bzw. ihre zweite Stammfunktion Ω(ε) lässt sich aus der
kanonischen Einteilchen-Zustandssumme erhalten. Schreibt man nämlich diese als

Z1(β) =

∫ ∞

0

dε e−βεg(ε) , (IV.2.77)

so wird deutlich, dass Z1(β) nichts anderes ist als die Laplace-Transformierte von
g(ε), so dass umgekehrt die Zustandsdichte als inverse Laplace-Transformierte der
Zustandssumme dargestellt werden kann:

g(ε) =
1

2πi

∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ eβεZ1(β) . (IV.2.78)

Mittels zweifacher partieller Integration erhält man den Zusammenhang zwischen
Z1(β) und Ω(ε),

Z1(β) = −
∫ ∞

0

dε (−β)e−βεG(ε)

= β2

∫ ∞

0

dε e−βεΩ(ε) (IV.2.79)

und daraus schließlich

Ω(ε) =
1

2πi

∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ eβεZ1(β)

β2
. (IV.2.80)

In den Darstellungen (IV.2.78) und (IV.2.80) ist die reelle Größe β ′ so zu wählen,
dass alle Pole des jeweiligen Integranden in der komplexen β-Ebene

”
links“ vom

Integrationsweg liegen. �

Die kanonische Einteilchen-Zustandssumme für das Spektrum (IV.2.75) kann einfach be-
rechnet werden. Berücksichtigt man den Entartungsgrad (IV.2.43) der Landau-Niveaus
sowie die Sonderrolle des Niveaus n = 0, erhält man sofort

Z1(β) =

∫ ∞

−∞

Lz dpz

h
e−β

p2
z

2m LxLy
eB

h

(
2

∞∑

n=0

e−2βµBBn − 1

)

=
V eB

h2

(
2mπ

β

)1/2(
2

1 − e−2βµBB
− 1

)

=
V

λ

eB

h

1 + e−2βµBB

1 − e−2βµBB

=
V

λ

e~B

2mkBT

2mkBT
h2 2π

tanh(βµBB)

= 2
V

λ3

βµBB

tanh(βµBB)
. (IV.2.81)
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Für B → 0 reduziert sich dieser Ausdruck sofort auf das korrekte Resultat für Boltz-
mannsche Spin-1/2-Teilchen.

Im nächsten Schritt ist nun die inverse Laplace-Transformation (IV.2.80) auszuführen:
Man hat

Ω(ε) =
1

2πi

∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ eβεZ1(β)

β2

=
1

2πi
2V µBB

(2πm)3/2

h3

∫ β′+i∞

β′−i∞
dβ

βeβε

β3/2β2 tanh(βµBB)
. (IV.2.82)

Da tanh(x) = sinh(x)/ cosh(x) und weiterhin

sinh x =
ex − e−x

2
= i

ei(−ix) − e−i(−ix)

2i
= i sin(−ix) , (IV.2.83)

besitzt der Integrand (IV.2.82) in der komplexen β-Ebene einfache Pole für −iβµBB = ℓπ,
also bei βℓ = iℓπ/µBB mit ℓ = ±1,±2, . . . auf der imaginären Achse, außerdem einen
Verzweigungspunkt bei β = 0. Der zugehörige Schnitt wird auf die negative reelle Achse
gelegt.
Der Integrationsweg parallel zur imaginären Achse wird dann ersetzt durch die Gesamtheit
der infinitesimalen Kreise um die Pole auf der imaginären Achse sowie eine Kontur um
den Verzweigungsschnitt. Das Konturintegral um diesen Schnitt liefert lediglich eine glatte
Funktion von ε (nicht von B), hängt also nicht mit dem gesuchten Effekt zusammen und
wird daher im folgenden weggelassen. Die Integrale für die Wege um die Pole folgen aus
dem Residuensatz: Man hat für β ≈ βℓ die Entwicklung

tanh(βµBB) ≈ (β − βℓ)µBB
1

cosh2(βℓµBB)

= (β − βℓ)µBB
1

cosh2(iℓπ)

= (β − βℓ)µBB
1

cos2(ℓπ)

= (β − βℓ)µBB (IV.2.84)

und liest daraus die benötigten Residuen ab:

Resβ=βℓ

1

tanh(βµBB)
=

1

µBB
. (IV.2.85)

Der oszillierende Beitrag zu Ω(ε) lautet daher zunächst

Ωosc(ε) = 2V µBB
(2πm)3/2

h3

∑

ℓ=±1,±2,...

eiℓπε/(µBB)

(
iℓπ

µBB

)5/2

µBB

. (IV.2.86)
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Zur paarweisen Zusammenfassung der Terme benuzt man die Identität

eiℓπε/(µBB)

(iℓ)5/2
+

e−iℓπε/(µBB)

(−iℓ)5/2
= − 1

ℓ5/2

(
i−1/2eiℓπε/(µBB) + (−i)−1/2e−iℓπε/(µBB)

)

= − 1

ℓ5/2

(
eiℓπε/(µBB)−iπ/4 + e−iℓπε/(µBB)+iπ/4

)

= − 2

ℓ5/2
cos

(
ℓπε

µBB
− π

4

)
(IV.2.87)

und findet damit

Ωosc(ε) = −V 4 (2πm)3/2

h3

(
µBB

π

)5/2 ∞∑

ℓ=1

1

ℓ5/2
cos

(
ℓπε

µBB
− π

4

)
. (IV.2.88)

Im folgenden Schritt muss nun das Integral (IV.2.76) ausgewertet werden, um den zu-
gehörigen oszillierenden Beitrag zu lnZ zu identifizieren:

lnZosc = −β
∫ ∞

0

dεΩosc(ε)
∂

∂ε

[
1

z−1eβε + 1

]

= β2

∫ ∞

0

dεΩosc(ε)
z−1eβε

(z−1eβε + 1)2
. (IV.2.89)

Hierbei darf bei hinreichend tiefen Temperaturen z ≈ eβεF gesetzt werden, so dass die
(schwache) Temperaturabhängigkeit des chemischen Potentials (IV.1.60) vernachlässigt
wird.
Dieser Ausdruck (IV.2.89) für lnZosc enthält den entscheidenden physikalischen Me-
chanismus. Denn die Ableitung der fermionischen Besetzungszahlfunktion besitzt einen
Peak der Breite O(kBT ) um ε = εF herum und verschwindet sonst; jeder Summand von
Ωosc(ε) oszilliert mit einer Periode 2µBB/ℓ. Wenn also das Feld nur schwach ist, so dass
µBB ≪ kBT , fallen viele Perioden in das

”
Integrationsfenster“, so dass sich die Beiträge

gegenseitig auslöschen. Wenn dagegen kBT . µBB, kann das Integral in Abhängigkeit
von B mit großer Amplitude oszillieren.
Die verbleibende Aufgabe zur Auswertung von lnZosc besteht somit in der Berechnung
von

∫ ∞

0

dε
eβ(ε−εF)

(eβ(ε−εF) + 1)
2 cos

(
ℓπεF

µBB
− π

4
+
ℓπ(ε− εF)

µBB

)

=
1

2β

∫ ∞

−βεF

dx
ex

(ex + 1)2

[
exp

(
i
ℓπεF

µBB
− i

π

4
+ i

ℓπx

βµBB

)

+ exp

(
−i
ℓπεF

µBB
+ i

π

4
− i

ℓπx

βµBB

)]
, (IV.2.90)

wobei x = β(ε− εF) gesetzt wurde. Da βεF ≫ 1 vorausgesetzt wird, darf hier die untere
Integrationsgrenze in guter Näherung durch −∞ ersetzt werden.
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• Man benötigt nun das bestimmte Integral

∫ +∞

−∞
dx

ex

(ex + 1)2
eiαx =

πα

sinh(πα)
. (IV.2.91)

Zum Beweis dieser Formel substituiere man

u =
1

ex + 1

du =
−ex

(ex + 1)2
dx , (IV.2.92)

so dass

ex =
1

u
− 1

eiαx = (1 − u)iαu−iα . (IV.2.93)

Damit hat man

∫ +∞

−∞
dx

ex

(ex + 1)2
eiαx = −

∫ 0

1

du (1 − u)iαu−iα

=

∫ 1

0

du (1 − u)iαu−iα . (IV.2.94)

Dieses Integral führt direkt auf die Eulersche Beta-Funktion: Es gilt

B(z1, z2) =

∫ 1

0

dt tz1−1(1 − t)z2−1

=
Γ(z1) Γ(z2)

Γ(z1 + z2)
(IV.2.95)

und daher ebenfalls
∫ 1

0

du u−iα(1 − u)iα =
Γ(1 − iα) Γ(1 + iα)

Γ(2)
. (IV.2.96)

Aus der
”
Spiegelungsformel“ für die Γ-Funktion,

Γ(z) Γ(1 − z) =
π

sin πz
, (IV.2.97)

folgt durch Multiplikation mit z sofort

Γ(1 + z) Γ(1 − z) =
πz

sin πz
; (IV.2.98)
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damit vereinfacht sich der Ausdruck (IV.2.96) zu

∫ 1

0

du u−iα(1 − u)iα =
πiα

sin(πiα)
. (IV.2.99)

Wegen

sin(πiα) =
1

2i

(
eiπiα − e−iπiα

)
= − 1

2i

(
eπα − e−πα

)
= i sinh(πα) (IV.2.100)

ergibt sich daraus die behauptete Beziehung (IV.2.91). �

Zurück zur Auswertung des Integrals (IV.2.90): Es folgt also zunächst

∫ ∞

0

dε
eβ(ε−εF)

(eβ(ε−εF) + 1)
2 cos

(
ℓπεF

µBB
− π

4
+
ℓπ(ε− εF)

µBB

)

=
1

β
cos

(
ℓπεF

µBB
− π

4

) ℓπ2

βµBB

sinh
(

ℓπ2

βµBB

) (IV.2.101)

und damit dann nach Zusammenfassung aller Faktoren aus den Gln. (IV.2.88), (IV.2.89)
und (IV.2.101)

lnZosc = β2 (−V )
4 (2πm)3/2

h3

(
µBB

π

)5/2 ∞∑

ℓ=1

1

ℓ5/2

ℓπ2

β2µBB

cos
(

ℓπεF

µBB
− π

4

)

sinh
(

ℓπ2

βµBB

)

= −V 4 (2πm)3/2

h3

(µBB)3/2

π1/2

∞∑

ℓ=1

1

ℓ3/2

cos
(

ℓπεF

µBB
− π

4

)

sinh
(

ℓπ2

βµBB

) . (IV.2.102)

Aus diesem Resultat erhält man nun den oszillierenden Anteil der Magnetisierung gemäß

Mosc

V
=

1

V

1

β

∂

∂B
lnZosc . (IV.2.103)

Dabei brauchen nur die schnell variierenden Ausdrücke, also die cosinus-Funktionen in
den Zählern differenziert zu werden: Das liefert

Mosc

V
≈ +

1

β

4 (2πm)3/2

h3

(µBB)3/2

π1/2

∞∑

ℓ=1

1

ℓ3/2

sin
(

ℓπεF

µBB
− π

4

)

sinh
(

ℓπ2

βµBB

)
(
− ℓπεF

µBB2

)

= −4π2(2m)3/2

h3

(µBB)1/2εF

βB

∞∑

ℓ=1

1

ℓ1/2

sin
(

ℓπεF

µBB
− π

4

)

sinh
(

ℓπ2

βµBB

) , (IV.2.104)
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ein berühmtes Ergebnis, das auf L. D. Landau zurückgeht.2 Wie bereits aufgrund der
qualitativen Überlegungen zu Beginn dieses Abschnitts erwartet, oszilliert die Magneti-
sierung bei Variation der Magnetfeldstärke B; trägt man diese Oszillationen gegen 1/B
auf, so besitzen sie die temperaturunabhängige Periode

∆
1

B
=

2µB

εF

. (IV.2.105)

Durch Messung dieser Periode lässt sich also die Fermi-Energie experimentell bestimmen.
Wegen der sinh-Funktionen in den Nennern bleibt die Amplitude der Oszillationen klein,
solange µBB ≪ kBT ; dann erhält man lediglich den schon bekannten

”
glatten“ Dia- bzw.

Paramagnetismus. Die Oszillationen werden offenbar erst signifikant für µBB ≈ π2kBT .
Berücksichtigt man in dem Resultat (IV.2.104) nur den Term ℓ = 1 und setzt außerdem
gemäß Gl. (IV.1.37)

εF =
h2

2m

(
3n

8π

)2/3

, (IV.2.106)

da Spin-1/2-Teilchen betrachtet werden, so folgt

Mosc

V B
≈ −4π2 3n

8πε
3/2
F

(µBB)1/2εF

βB2

sin
(

πεF

µBB
− π

4

)

sinh
(

π2

βµBB

)

= −3π
nµ2

B

2εF

kBT

µBB

(
εF

µBB

)1/2 sin
(

πεF

µBB
− π

4

)

sinh
(
π2 kBT

µBB

) . (IV.2.107)

Dieser Ausdruck erlaubt schließlich eine einfache Abschätzung auch der Amplitude der
Magnetisierungsoszillationen: Da −nµ2

B/(2εF) = χdia
0 gemäß Gl. (IV.2.69), ist die Am-

plitude des oszillierenden Anteils der Magnetisierung für µBB ≈ π2kBT um den Faktor(
εF/(µBB)

)1/2
größer als der monotone Anteil!

Der Ausdruck (IV.2.104) gilt, wie erwähnt, für ein Gas freier Teilchen, in dem das durch
die Bahnbewegung bedingte Moment µ mit dem intrinsischen Moment µB übereinstimmt.
Für ein Elektronengas in Metallen oder Halbleitern ist das jedoch meist nicht der Fall: So
findet man in GaAs für das Leitungsband die effektive Elektronenmasse meff = 0.067m0,
wobei m0 die

”
nackte“ Elektronenmasse bezeichnet; daher ist hier das Bahnmoment µ

um den Faktor 15 größer als Bohrsche Magneton µB. In einem solchen Fall kann der
paramagnetische Beitrag vernachlässigt werden. Man geht dann aus von dem Einteilchen-
Spektrum (IV.2.70), erhält anstelle von Gl. (IV.2.81) die Einteilchen-Zustandssumme

Z1(β) = 2
V

λ3

βµB

sinh(βµB)
(IV.2.108)

2Es ist sehr instruktiv, die hier vorgestellte Herleitung des Resultates (IV.2.104) mit derjenigen zu
vergleichen, die im Band V des Lehrbuchs für Theoretische Physik von L.D. Landau und E.M. Lifschitz
gegeben wird!
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und daraus schließlich für den Quotienten aus Magnetisierung und Feldstärke den Aus-
druck (Übungsaufgabe! )

Mosc

V B
= 3πχdia

0

kBT

µB

(
εF

µB

)1/2 ∞∑

ℓ=1

(−1)ℓ

ℓ1/2

sin
(

ℓπεF

µB
− π

4

)

sinh
(

ℓπ2kBT
µB

) . (IV.2.109)

Der de Haas–van Alphen-Effekt für das Elektronengas in Metallen ist von großer prakti-
scher Bedeutung: Hier ist die Oszillationsperiode ∆(1/B) proportional zum Inversen einer
extremalen Schnittfläche, die eine zum Magnetfeld senkrechte Ebene mit der Fermi-Fläche
einschließt; durch Änderung der Richtung des Magnetfeldes und Messung der zugehörigen
Oszillationsperioden lässt sich daher die Topologie der Fermi-Fläche experimentell bestim-
men. Weitere Informationen dazu finden sich in Lehrbüchern der Festkörperphysik.3

3Siehe z.B. Ashcroft/Mermin: Solid State Physics . Harcourt College Publishers, Fort Worth.
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Wärmebad, 41
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