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Exact	  percola5on	  
thresholds	  on	  various	  
la;ce	  



•  Archimedean	  
la;ces	  and	  their	  
duals	  –	  some	  
have	  been	  
extensively	  
studied	  



•  Thresholds	  (from	  wikipedia	  page,	  “Percola5on	  Thresholds”)	  

Exact	  



pc	  for	  site	  percola5on	  on	  a	  square	  la;ce	  -‐-‐	  what	  is	  the	  seventh	  digit?	  
•  Ellio-,	  Heap,	  Morgan,	  Rushbrooke 	   	  1960 	  series 	  0.48	  
•  Domb	  &	  Sykes 	   	   	   	   	  1961 	  series 	  0.55	  
•  Frisch,	  Sonnenblick,	  Vyssotsky,	  Hammersley 	  1961 	  MC 	  0.581(15)	  
•  Dean 	   	   	   	   	   	  1963 	  MC 	  0.580(18)	  
•  Sykes	  &	  Essam 	   	   	   	   	  1964 	  series 	  0.59(1)	  
•  Sykes,	  Gaunt	  &	  Glen 	   	   	   	  1976 	  series 	  0.593(2)	  
•  Rossenq,	  Clerc,	  Giraud,	  Guyon	  &	  O-avi	   	   	  1976 	  MC 	  0.595	  
•  Stauffer 	   	   	   	   	   	  1976 	  series 	  0.591(1)	  
•  Hoshen,	  Kopelman	  &	  Monberg 	   	   	  1978 	  MC	   	  0.5927(3)	  
•  Reynolds,	  Stanley	  &	  Klein	  	   	   	   	  1980	   	  MC 	  0.5931(6)	  
•  Derrida	  &	  de	  Seze	   	   	   	   	  1982 	  TM	  	   	  0.5927(2)	  
•  Djordjevic,	  Stanley,	  Margolina 	   	   	  1982 	  series 	  0.5923(7)	  
•  Gebele 	   	   	   	   	   	  1984 	  MC 	  0.59277(5)	  
•  Rapaport 	   	   	   	   	   	  1985 	  MC 	  0.5927(1)	  
•  Rosso,	  Gouyet	  &	  Sapoval	  	   	   	   	  1985 	  MC 	  0.59280(1)	  
•  Derrida	  &	  Stauffer 	   	   	   	  1985 	  TM 	  0.59274(10)	  
•  Ziff	   	   	   	   	   	   	  1986 	  MC 	  0.59275(3)	  
•  Kertész	   	   	   	   	   	   	  1986 	  TM 	  0.59273(6)	  
•  Ziff	  &	  Sapoval 	   	   	   	   	  1986 	  MC 	  0.592745(2)	  
•  Ziff	  &	  Stell	   	   	   	   	   	  1989 	  MC 	  0.5927460(5)	  
•  Ziff	   	   	   	   	   	   	  1992 	  MC 	  0.5927460(5)	  
•  Newman	  &	  Ziff 	   	   	   	   	  2000 	  MC 	  0.5927462(1)	  
•  de	  Oliveira,	  Nóbrega,	  Stauffer 	   	   	  2003 	  MC 	  0.59274621(33)	  
•  Deng	  &	  Blöte 	   	   	   	   	  2005 	  MC 	  0.5927465(4)	  
•  Mike	  Lee	  	   	   	   	   	   	  2007 	  MC 	  0.59274603(9)	  
•  Mike	  Lee 	   	   	   	   	   	  2008 	  MC 	  0.59274598(4)	  
•  Feng,	  Deng	  &	  Blöte 	   	   	   	  2008 	  MC 	  0.59274605(3)	  

•  Looks	  like	  the	  seventh	  digit	  is	  zero!! 	   	  0.5927460	  
•  (Pushing	  the	  limits	  of	  computa5on,	  finite-‐size	  scaling,	  random	  number	  generators…)	  



The	  triangle-‐triangle	  transforma5on	  



	  	  	  



Threshold	  condi5on	  

•  If	  the	  triangle-‐triangle	  transforma5on	  leads	  to	  the	  
same	  la;ce,	  then	  the	  threshold	  is	  given	  by	  the	  
solu5on	  to	  

	  	  or	  Prob(all)	  =	  Prob(none),	  for	  whatever	  connec5on	  of	  
bonds	  (including	  correlated)	  within	  the	  triangle.	  



These	  are	  special	  cases	  of	  a	  more	  general	  triangle-‐
triangle	  transforma5on:	  	  

	  

The	  triangle	  can	  contain	  any	  collec5on	  of	  bonds,	  including	  correlated	  ones	  



Self	  dual:	  



Self-‐dual:	  



“Mar5ni”	  la;ces	  (C.	  Scullard)	  



Site	  and	  bond	  thresholds	  
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Grimme-	  and	  Manolescu,	  2012	  
A	  new	  class	  of	  systems	  with	  exact	  
solu5ons	  

“Isoradial”	  graphs	  



New	  transfer	  matrix	  method	  achieves	  7-‐digit	  accuracy	  


