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Kann man die Form einer Trommel horen?

Prof. Dr. Daniel Grieser
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2. Jeder schwingende Gegenstand besitzt:
» Eigenfunktionen: Schwingungsprofile, die wihrend einer Schwingung
immer gleich bleiben (bis auf zeitabhingigen Faktor).

» Zu jeder Eigenfunktion eine Eigenfrequenz: Die Frequenz dieser
Schwingung.

3. Was wir horen: Die Eigenfrequenzen des Gegenstands.

Jede beliebige Schwingungsform ist eine Summe von Eigenschwingungen,
mit verschiedenen Amplituden. Die Frequenzen und Amplituden
bestimmen die Klangfarbe.

Die Amplituden hiangen davon ab, wie der Gegenstand ,angeschlagen’
wird.
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Das Problem

1. Wie beeinfluBt die Form eines schwingenden Gegenstandes

die Eigenfrequenzen und die Eigenfunktionen?

2. Umgekehrt: Kann man die Form des Gegenstandes aus den
Eigenfrequenzen bestimmen?

Marc Kac: Can one hear the shape of a drum?
(American Mathematical Monthly 1966)
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Methodik

1. Schritt:
Physikalische N Mathematische
Uberlegungen Gleichung

2. Schritt:

Losen der Gleichung:
» Formel (ein Gliicksfall!)
» Computer (fiir Einzelflle niitzlich, wenig Verstandnis qualitativer
Zusammenhénge)
» Kunst der Mathematik: wie man trotzdem etwas erfahrt, auch wenn
man es nicht genau ausrechnen kann (Intuition, Ideen, Geduld).
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Beispiel: Quadrat 0 < x <7, 0<y <
Eigenfunktionen: sin nx - sinmy mit n,m e N

Eigenfrequenzen: v/n2 + m?

Frage: Zu welchen Eigenfrequenzen gehéren mehr als zwei Eigen-
funktionen?

13 = 22 + 3 zwei Eigenfunktionen (auch 32 + 22)
50 = 12 4+ 7?2 = 52 4 52 drei Eigenfunktionen
65 = 12 4+ 82 = 42 4+ 72 vier Eigenfunktionen

Frage: Welche natiirlichen Zahlen lassen sich auf mehr als zwei Arten
als Summe zweier Quadrate schreiben?

Antwort: Genau die, in deren Primfaktorzerlegung mehrere Primzahlen
der Form 4k + 1 vorkommen!

Probieren Sie es aus! Beispiele: 50 =2-5-5, 65 =5-13
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Verwandte Probleme:

Spektroskopie (Chemie, Astronomie etc.),
Seismologie



Kann man die Form einer Trommel hoéren?
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(M. Kac 1966)



Nein!

Al

klingen gleich!

C. Gordon, D. Webb, S. Wolpert: Inventiones Mathematicae 1992,
P. Buser, J. Conway, P. Doyle, K.-D. Semmler: Int.Math.Res.Not. 1994.
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Offene Probleme

» Kann man die Form einer Trommel ohne Ecken, oder einer konvexen
Trommel, horen?

» Wie genau zeigt sich Chaos in den Eigenfunktionen?

> Gibt es in jedem Dreieck eine geschlossene Billiardkugelbahn?



Zusammenfassung

1. Was man horen kann: Die Eigenfrequenzen eines Gegenstands.

. Diese sind Losungen einer Differentialgleichung. Die Gleichung hat
unendlich viele Losungen, aber sie lassen sich nur in Einzelféllen
explizit hinschreiben.

. Fiir ein Quadrat hingen die Eigenfrequenzen mit Quadratzahlen und
Primzahlen zusammen.

. Auf einer Trommel kann man Billiard spielen. Je nach Form kann
das chaotisch sein oder nicht.

. Man kann die Form einer Trommel nicht héren — aber einiges kann
man horen: Flache, Randlange usw.

. Es gibt viele spannende ungeldste Probleme.

Viel SpaB mit der Mathematik!

https://www.uni-oldenburg.de/daniel-grieser/
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